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1. Do sportoveho kruzku chodi 21 chlapcov. Na poslednych dvoch schodzkach nikto
nechybal, chlapci sa zakazZdym rozdelili do troch druZstiev po sedem hracov. Dokadzte, Ze
niektort traja chlapci boli na oboch schodzkach spolu v jednom druZstve. (J. Simsa)

Riesenie. Uvazujme chlapca H. Sest jeho spoluhracov z prvej schodzky je na druhej
schddzke rozdelenych do troch druzZstiev. Potom st bud traja z nich v jednom druzstve,
alebo su v tychto troch druzstvach rozdeleni po dvoch. Chlapec H je vSak tiez ¢lenom
niektorého z tychto druzstiev, a teda v tomto druzstve sa opit nachadza trojica spolu-
hracov z prvej schodzky.

Iné riesenie. Ozna¢me A, B, C druzstva zostavené na prvej schédzke, D, F,
F' druzstvé zostavené na druhej schodzke. Podla zaradenia do druzZstiev st jednotlivi
chlapci najviac deviatich roznych typov AD, AE, AF, BD, BE, BF, CD, CE, CF.
Keby kazdého typu boli najviac dvaja chlapci, bolo by na schédzkach najviac 2-9 = 18
chlapcov, ¢o je spor s tym, ze ich na kruzok chodi 21. Preto aspon jedného typu st
aspon traja chlapci, a to je hladana trojica chlapcov.

2. V rovine je dany pravouhly trojuholnik ABC' taky, Ze kruznica k(A;|AC|) pretina
preponu AB v jej strede S. Dokadzte, Ze kruznica opisand trojuholniku BC'S je zhodnd
s kruznicou k. (J. Svréek)

RieSenie. Stred prepony S pravouhlého trojuholnika ABC' je podla Talesovej vety
stredom kruznice opisanej tomuto trojuholniku, plati teda |C'S| = |AS| = |BS]| (obr. 1).
Nakolko body C' a S lezia na kruznici k, plati |AS| = |AC|, preto trojuholnik ASC je
rovnostranny a velkost uhla C'SB je rovné 120°.

Obr. 1
Ak M je stred kruznice opisanej trojuholniku BC'S, plati |[CM| = |SM| = |BM|,
a pretoze |[C'S| = |BS|, st CMS a SMB zhodné rovnoramenné trojuholniky so

zékladnami CS a BS. Velkost uhla C'SB je suc¢tom velkosti zhodnych uhlov CSM
a MSB, preto velkost uhla MSB je rovna 120°/2 = 60°. Trojuholnik MSB je teda
rovnostranny a plati |[M S| = |BS]|.



Polomer kruznice opisanej trojuholniku C'SB je rovny |M S| = |BS| = |AS], ¢o je
polomer kruznice k. Kruznica opisana trojuholniku BC'S a kruznica k£ maji rovnaké
polomery, st teda zhodné. Tym je dokaz ukonceny.

Poznamka. Po zisteni, ze ASC je rovnostranny trojuholnik, je mozné dokon¢it
rieSenie aj takto: Ak je D bod stmerne zdruzeny s bodom A podla stredu C, je
trojuholnik ABC' ,,polovicou“ rovnostranného trojuholnika ABD, takze stred M jeho
strany BD ma od bodov B, S, C rovnaku vzdialenost rovna |AB|/2.

3. Urcte véetky dvojice prvocisiel (p,q) také, Ze p > q a &islo p* — ¢*> md najviac styroch
delitelov. (P. Calabek)

RieSenie. Cislo 1 m4 prave jedného delitela 1. Uréme dalej vSetky prirodzené ¢isla
a # 1, ktoré maju najviac Styroch delitelov. Také ¢islo @ ma dva trividlne delitele 1
a a, preto modze mat najviac dalSie dva netrividlne delitele, takze je delitelné najviac
dvoma prvocislami. Ak je ¢islo a delitelné dvoma roznymi prvocislami p; a po, je
delitelné aj ich stéinom p;po, vzhladom na usporiadanie delitelov ¢isla a musi teda
platit @ = pips. Ak je &islo a delitelné prave jednym prvoécislom p;, plati a = p¥, kde
k je prirodzené ¢&islo. Jeho netrividlnymi delitelmi st ¢isla py, p3, . .. ,p'f_l, preto k <
< 3.
Najviac $tyri delitele teda majt iba ¢islo 1 a ¢isla tvaru py, p?, p} a pipe, kde p;
a po su rézne prvocisla.
Nech p > ¢ st prvocisla a &islo a = p? —¢? = (p—q)(p+q) m4 najviac styri delitele.
Potom plati 1 < p — ¢ < p+ ¢ £ a. RozlisSime nasledujtce pripady:
1. p — q = 1. Rozdiel prvocisiel p, ¢ je neparne ¢islo, preto jedno z nich je parne
a druhé sa ligi o 1. Teda p =3, ¢ = 2 a ¢islo a = 32 — 22 = 5 ma dva delitele 1 a 5.
2. p—q > 1. Cislo a m4 prave $tyri rozne delitele 1, p — ¢, p + ¢, a, preto vzhladom
na uvodna tvahu moézu nastat dve moznosti:

a) p—q je prvocislo p; a p+q je p?. Potom vsak p; deli p?+p1 = p+q+(p—q) =
= 2p, pritom p je prvodislo, takze p; = p alebo p; = 2. Rovnostou p—q = p; je
vSak moznost p; = p vylucend, preto musi platif p; = 2. Zo ststavy p—q = 2,
p + q = 4 vsak vyplyva ¢ = 1, ¢o nie je prvocislo.

b) p — q je prvocislo p; a p + ¢ je prvoéislo py. Pretoze ps > p1, je prvocislo ps
neparne. Odtial vyplyva ¢ = 2, inak by ¢islo ps bolo sti¢tom dvoch neparnych
prvocisiel p a ¢, teda ¢islo parne. Tri prvocisla p; = p—2, pa ps = p+ 2
davaju rézne zvysky pri deleni tromi, takze jedno z nich je rovné 3. Z p = 3
vSak vyplyva p; = 1, z po = 3 zasa p = 1, ostava preto moznost p; = 3, teda
p = 5. Cislo a = 5% — 22 = 21 ma4 préave styri delitele 1, 3, 7, 21.

Vsetky dvojice prvoéisiel (p, ¢) vyhovujice zadaniu tlohy st dvojice (3,2) a (5, 2).

Iné riesenie. Vysvetlime najskor, preco ¢ = 2. Pripustme naopak, Ze ¢ > 2. Potom
obe prvodisla p a ¢ st neparne, takze (p — q) a (p + ¢) st dve rézne parne ¢isla, takze
ich su¢in p? — ¢? je ¢islo tvaru 4k, kde k > 2. Také ¢islo ale ma styri delitele 1, 2, 4
a 4k, preto sa jeho delitel 2k musi rovnat ¢islu 4. Plati teda (p — q)(p + ¢) = 8, odkial
p—q=2ap+q=4,takie ¢ =1, a to je spor. Rovnost ¢ = 2 je dokazana.

Hladame teda vietky prvocisla p > 2, pre ktoré ma ¢islo p? —4 najviac tyri delitele.
Lahko sa presvedéime, ze vyhovuje p = 3 aj p = 5. V pripade p = 7 je vSak jedno z ¢isel
p+ 2, p— 2 delitelné tromi (podla toho, ¢i prvocislo p déva pri deleni tromi zvySok 1
alebo 2), takZe ¢islo p? — 4 m4 p#t roznych delitelov 1, 3, p — 2, p+ 2 a p? — 4.
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Ulohe teda vyhovuji dve dvojice prvoéisiel (p, q), a to (3,2) a (5,2).



