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51.ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Urcte pocet dvojic (a,b) prirodzengch cisel (1 < a < b = 86), pre ktoré je sucin ab
delitelny troms. (J. Zhou)

RieSenie. Najprv spocitame, kolko je vSetkych dvojic ¢isel takych, ze 1 < a < b < 86,
a potom od tohto poc¢tu odpocitame pocet tych dvojic, pre ktoré siic¢in ab nie je tromi
delitelny.

Ozna¢me C mnozinu vsetkych prirodzenych ¢isel najviac rovnych 86,

C={1,2,...,86}.

Mnozina C mé celkom 86 prvkov. Cislo a z nej mozeme vybrat 86 sposobmi a ku
kazdému takto vybranému ¢islu a existuje 85 ¢isel b € C roznych od a. Preto pocet
vSetkych usporiadanych dvojic (a,b) prirodzenych ¢isel (1 < a # b < 86) je rovny 86 -
- 85. Tato mnozinu moézeme rozdelit na pary usporiadanych dvojic (a,b) a (b, a), preto
prave pre polovicu dvojic plati a < b (druht polovicu tvoria dvojice, v ktorych a > b).
Pocet vsetkych dvojic (a,b) prirodzenych ¢isel takych, ze 1 < a < b < 86, je teda rovny
(86-85)/2 = 3655. (Je to zarovein pocet vsetkych neusporiadanych dvojic prirodzenych
¢isel z mnoziny C, ¢o je kombinaéné &slo (%) = 3655.)

Sucin ab je delitelny tromi prave vtedy, ked je aspon jeden z ¢initelov a, b delitelny
tromi. PretoZe medzi ¢islami z mnoziny C je prave 28 ¢isel delitelnych tromi, je v C
prave 86 — 28 = 58 ¢isel, ktoré nie st delitelné tromi. Celkom teda moZeme zostavit
(58 - 57)/2 = 1653 dvojic roznych prirodzenych cisel (a,b) takych, ze 1 < a < b < 86,
a pritom sucin ab nie je delitelny tromi.

Pocet vsetkych dvojic (a,b) prirodzenych ¢isel (1 < a < b < 86), pre ktoré je
sucin ab delitelny tromi, je rovny 3655 — 1653 = 2 002.

Iné rieSenie. Oznacme A, resp. B, mnozinu vsetkych tych dvojic (a,b) (1 £ a <
< b = 86), v ktorych je ¢islo a, resp. b delitelné tromi. Medzi ¢islami v mnozine C =
={1,2,...,86} existuje 28 ¢isel delitelnych tromi (su to ¢isla 3,6,9,...,84). Ku kaz-
dému ¢islu a € C existuje 86 — a ¢isel b € C takych, ze a < b. Preto pocet vsetkych
prvkov mnoziny A je rovny

(86 — 3) + (86 — 6) + (86 — 9) + - - - + (86 — 84) =
—28-86—3-(14+243+---428) =

—28-86—3- - ((1+28)+ (2+27) + (3+26) +---+ (28 +1)) =

=28-86—3-

1
2
1
5-29-28:2408—1218=1190.

Ku kazdému ¢islu b € C existuje b—1 ¢isel a € C takych, ze a < b. Preto pocet vsetkych

prvkov mnoziny B je rovny

B-—1)+(6-1)+(9—1)+ -+ (84—1)=
=3-(1+2+---428) — 28 =1218 — 28 = 1190.
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Prienik mnozin A a B obsahuje také dvojice ¢isel (a,b), v ktorych si obe zlozky a aj b
delitelné tromi, pricom a < b. Tychto dvojic je podla tvahy z Gtvodného riesSenia (28 -
-27)/2 = 378. Pocet prvkov zjednotenia mnozin A a B, t.j. pocet vSetkych dvojic (a,b)
prirodzenych ¢isel (1 £ a < b < 86), pre ktoré je sucin ab delitelny tromi, je rovny suctu
prvkov mnozin A a B zmenseny o pocet prvkov ich prieniku, t.j. 1190+ 1190 — 378 =
= 2002.

2. Nech kruznice zostrojené nad ramenami lichobeznika ako nad priemermi maji von-
kajsi dotyk. Dokdzte, Ze dotykovy bod tychto kruznic lezi na osi uhla, ktory obe ramend
lichobeznika zvieragi. (J. Svréek)

RieSenie. Nech ABCD je lichobeznik so zékladiiami AB a C'D spliiajtci predpoklady
zadania (obr.1). Ozna¢me P stred ramena AD, @ stred ramena BC a I dotykovy

Obr. 1

bod kruznic zostrojenych nad ramenami ako priemermi. Bod P je stredom kruznice
zostrojenej nad ramenom AD, preto st usecky PA a PI zhodné a API je rovnoramenny
trojuholnik so zékladnou AI. Odtial vyplyva, ze uhly PAI a AIP st zhodné. Pretoze
bod dotyku dvoch kruznic lezi na spojnici ich stredov, je I bodom strednej priecky PQ
lichobeznika ABCD, ktord je rovnobezna s jeho zakladnami. Uhly PIA a IAB su
striedavé a maja preto rovnaki velkost. Teda uhly PAI a I AB st zhodné a Al je osou
uhla DAB. Bod I lezi na osi tohto uhla, preto mé rovnaka vzdialenost od jeho ramien
AD a AB. Podobne sa ukaze, ze I B je osou uhla ABC' a bod I mé rovnakt vzdialenost
od priamok AB a BC. Odtial uz vyplyva, ze bod I mé rovnaku vzdialenost od ramien
AD a BC, a lezi preto na osi uhla, ktory tieto ramena zvieraju.

3. Ndjdite vietky celé ¢isla x, pre ktoré si obe ¢isla (x — 3)2 —2, (x — 7)? + 1 prvocisla.
(J. Simsa)

Riesenie. Obe ¢isla 3 a 7 st neparne, preto pre lubovolné celé ¢islo z maju ¢isla x — 3
ax—7 (ateda aj ¢isla (z — 3)? a (z — 7)?) rovnaki paritu. Cisla —2 a 1 maji réznu
paritu, preto ¢isla (z — 3)? — 2, (x — 7)? + 1 maji réznu paritu, jedno z nich je teda
parne. PretoZe jediné parne prvocislo je ¢islo 2, je jedno z &fsel (z —3)2 -2, (x —7)% +1
rovné 2.



a) Nech (z —3)? —2 = 2. Potom (z —3)?2 =4, t.j. z = 5 alebo x = 1. Pre x = 5 je
hodnota vyrazu (z — 7)% 4+ 1 rovna 5, ¢o je prvocislo, pre x = 1 je hodnota tohto
vyrazu rovna 37, ¢o je tiez prvocislo.

b) Nech (x — 7)2 +1 = 2. Potom (z — 7)2 = 1, t.j. * = 8 alebo x = 6. Pre z = 8 je
hodnota vyrazu (z — 3)% — 2 rovna 23, ¢o je prvoéislo, pre x = 6 je hodnota tohto
vyrazu rovna 7, ¢o je tiez prvocislo.

Hladanymi celymi ¢islami x st vSetky prvky mnoziny {1,5,6,8}.

4. V rovine si dané body C, V', U také, ze |CV| = 3cm, [VU| =3,5cm a |CU| = 4,5 cm.
Zostrojte ostrouhly trojuholnik ABC' tak, aby bol V priesecnik jeho vysok a bod U bol

sumerne zdruZeny s bodom A podla stredu kruZnice opisanej trojuholniku ABC.
(P. Leischner)

Riesenie. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik, S stred kruznice k jemu opisanej a V'
priesecnik jeho vysok (obr.2). Nech U je bod stmerne zdruzeny s bodom A podla S.

Bod U lezi na kruznici k vnutri toho oblika BC, ktory neobsahuje bod A. Usecka AU je
priemerom kruZnice k, preto podla Télesovej vety st uhly UC A a U B A pravé. Nakolko
vyska BV je kolmé na stranu AC' trojuholnika ABC', st tsecky BV a UC' rovnobezné.
7 podobného dévodu st rovnobezné aj usecky CV a UB, takze BUCYV je rovnobeznik.
Usecky BC a UV majt teda spoloény stred.

Odtial uz vyplyva konstrukcia. Zostrojime bod B stimerne zdruzeny s bodom C
podla stredu tsecky UV. Bod A potom uréime ako priese¢nik kolmice na priamku BU
prechadzajicej bodom B a kolmice na priamku C'U prechadzajiacej bodom C.

Ukazme teraz, ze takto zostrojeny trojuholnik ABC' ma vsetky pozadované vlast-
nosti. Bod B je zostrojeny tak, Ze plati BV || UC a CV || UB. Bod A je zostrojeny tak,
ze plati AB 1. UB a AC L UC, ¢o znamena, ze body B a C' lezia na Télesovej kruznici
nad priemerom AU. Body A a U st teda simerne zdruzené podla stredu tejto kruznice,
ktora je opisand trojuholniku ABC'. Zo vztahov AC L UC a BV || UC vyplyva BV L
1 AC, takze bod V lezi na vyske z vrcholu B na stranu AC' zostrojeného trojuholnika.
Podobne zo vztahov AB L UB a CV || UB vyplyva, Ze bod V lezi na vyske z vrcholu C'
na stranu AB. Bod V je teda priesecnik vysok trojuholnika ABC.
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Uloha ma4 za danych podmienok prave jedno rieSenie.



