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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH
Kategodrie A, B, C
58. ro¢nik, Skolsky rok 2008/2009

Domace kolo

Vazeni ziaci strednych skol,

Slovenské komisia matematickej olympiady vas pozyva zucastnit sa 58. ro¢nika matematicke;
olympiady — sutaZe pre ziakov strednych $kol v naSej republike.

Kategdria A je urcena ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoéria C ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnézii je urcena kategdria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢akd 6 tloh, ktoré najdete v tomto letdku. Ich rieSenia (nie nutne
vietkych tloh) odovzdajte svojmu uéitelovi matematiky do 24. novembra 2008 (kategéria A)
a do 8.januara 2009 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak buda vase rieSenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne rieit dalSie tri tlohy. Opravené rieSenia Skolského aj doméceho kola tspesnych rie-
sitelov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusni krajska komisiu MO. T4
na zaklade vysledkov pozve najlepsich ucastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
buda v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit styri tlohy. V kategériach B a C tym sutaz
konéi. O poradi v krajskych kolach rozhoduje sti¢et bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Pokial
prvych n ziakov dosiahne rovnaky pocet bodov, je poradie oznacené zhodne prvym az n-tym
miestom. Podobne pre poradie na dalsich miestach. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategdrii A budi eSte najlepsi riesitelia krajského kola z celej republiky sufazit v celo-
Statnom kole, kde budia dva dni (po 4,5 hodinach) riesit dve trojice uloh. Najviac polovica
Ucastnikov tohto kola bude vyhldsend za tuspes$nych rieSitelov a najviac Stvrtina za vitazov
58.ro¢nika v kategdrii A. Z uspesnych rieSitelov celostéatneho kola sa (na vyberovom ststre-
deni) vyberd druzstvo Slovenskej republiky na Medzindrodni matematickd olympiadu (ktora
bude v jali 2009 v Nemecku), na medzistatne stretnutie s Ceskou republikou a Polskom (bude

v juni 2009 na Slovensku) a na Stredoeurépsku matematick olympiadu (bude v septembri 2009
v Polsku).



Terminy 58. ro¢nika matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategdria A 02.12.2008 20.01.2009 22.-25.03.2009
Kategorie B, C 22.01.2009 07.04.2009 —

Matematicka olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci s Jednotou slovenskijch
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou matematickej olympiddy. Stutaz riadi Slovenskd
komisia MO a v krajoch ju riadia krajske komisie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych
skoldch ju zaistuju ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Ce-
lostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribticiu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA Bratislava v tesnej stuc¢innosti so Slovenskou komisiou matematickej olympiady.

Riesenia stfaZnych tiloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. Kazdua tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh
I.C, Gymnazium L. Eulera
Okridhle nam. 5, 94001 Nové Zamky
Kraj Nitra
2008/2009
cC-I-3
Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa
vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-

Cenie ulohy a strany ocislujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tvahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného riesenia tloh vam vSetkym praje

doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a rieseni iloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.iuventa.sk http://fpedas.uniza.sk/~novotny/MQO.htm http://www.gljs.sk/mo
http://kms.sk/mo http://www.imo-official.org

Radi by sme upozornili uéitelov a ziakov na KoreSpondenény matematicky
seminar (KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato stitaz je velmi efek-
tivnou formou pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom
mysleni ako takom. K tomu prispievaju aj zaverecné sustredenia pre najlep-
sich riesitelov. Pre riesitelov MO kategérii B a C je v KMS urcend kategoria
ALFA. Pre lepSich a skusenejSich z kategérie B a pre kategériu A je v KMS
urc¢end kategéria BETA. A nakoniec pre tych, ¢o maji ambicie uspiet na celostatnom kole MO
kategorie A, je v KMS urcena kategéria GAMA. Viac informacii o KMS najdete v prilozenom
samostatnom letaku.
Na dalsiu spolupracu sa tesia
Mgr. Peter Novotny, Mgr. Jan Mazak
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KATEGORIA A
A-1-1
V obore realnych ¢isel rieste sustavu rovnic
2sinz cos(x +y) +siny = 1,
2sinycos(y + ) +sinx = 1.
(Jaroslav Svrcek)
A-1-2

Dany je tetivovy stvoruholnik ABC'D. Dokazte, Ze spojnica priesecnikov vysok trojuholnika
ABC' s prieseénikom vysok trojuholnika ABD je rovnobezna s priamkou C'D. (Tomds Jurik)

A-1-3
2

x
Najdite vSetky dvojice prirodzenych cisel x, y také, ze je prvocislo. (Jan Mazdk)
x
A-1-4
Uvazujme nekoneénu aritmetickt postupnost
a,a+d,a+2d,..., (%)

kde a, d st prirodzené (t.j. kladné celé) ¢isla.

a) Néjdite priklad postupnosti (), ktora obsahuje nekonec¢ne vela k-tych mocnin prirodzenych
Cisel pre vsetky k = 2,3, ...

b) Néjdite priklad postupnosti (), ktord neobsahuje ziadnu k-tu mocninu prirodzeného ¢isla
pre ziadne k = 2,3, ...

c¢) Najdite priklad postupnosti (x), ktora neobsahuje ziadnu druht mocninu prirodzeného ¢isla,
ale obsahuje nekonecne vela tretich mocnin prirodzenych ¢isel.

d) Dokazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla a, d, k (k > 1) plati: Postupnost (x) bud neobsahuje
ziadnu k-tu mocninu prirodzeného ¢isla, alebo obsahuje nekonecne vela k-tych mocnin
prirodzenych c¢isel. (Jaroslav Zhouf)

A-1-5

V kazdom vrchole pravidelného 2008-uholnika lezi jedna minca. Vyberieme dve mince a pre-
miestnime kazdu z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere a druha proti
smeru chodu hodinovych rucic¢iek. Rozhodnite, ¢i je mozné tymto spdésobom vsetky mince po-
stupne presunut:

a) na 8 kopok po 251 minciach,

b) na 251 képok po 8 minciach. (Radek Horensky)

A-1-6

Dany je trojuholnik ABC. Vnutri stran AC, BC' st dané body E, D tak, ze |AE| = |BD|.
Ozna¢me M stred strany AB a P priese¢nik priamok AD a BE. Dokéazte, ze obraz bodu P
v stredovej simernosti so stredom M lezi na osi uhla ACB. (Jan Mazdk)
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KATEGORIA B

B-1-1

Na tabuli je napisané Stvorciferné ¢islo delitelné dsmimi, ktorého posledna cifra je 8. Keby sme
poslednu cifru nahradili cifrou 7, ziskali by sme ¢islo delitelné deviatimi. Keby sme vSak posledni
cifru nahradili cifrou 9, ziskali by sme ¢islo delitelné siedmimi. Uréte ¢islo, ktoré je napisané na
tabuli. (Peter Novotny)

B-1-2
Urcte vSetky trojice (x,y, z) redlnych ¢isel, pre ktoré plati

x2—|—$y:y2+z2,
224 2y =y + 22

(Jaroslav Svrcek)

B-1-3
Na strane BC, resp. C'D rovnobeznika ABC' D urc¢te body E, resp. F' tak, aby tsecky EF, BD
boli rovnobezné a trojuholniky ABE, AEF a AF D mali rovnaké obsahy. (Jaroslav Zhouf)

B-1-4

Na plane 7x 7 hrame hru lode. Nachédza sa na nej jedna lod 2 x 3. MoZeme sa spytat na fubovolné
poli¢ko planu, a ak lod zasiahneme, hra kon¢i. Ak nie, pytame sa znova. Uréte najmensi pocet
otézok, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lod zasiahli. (Jan Mazdk)

B-1-5

Trojuholniku ABC' je opisana kruznica k. Os strany AB pretne kruznicu k v bode K, ktory
lezi v polrovine opac¢nej k polrovine ABC'. Osi stran AC' a BC' pretni priamku C'K postupne
v bodoch P a (). Dokézte, ze trojuholniky AKX P a K B(Q st zhodné. (Leo Bocek)

B-1-6
Néjdite vSetky dvojice celych ¢isel (m,n), pre ktoré je hodnota vyrazu

m-+3n—1
mn +2n —m — 2

celé kladné ¢islo. (Vojtech Badlint)
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KATEGORIA C

C-1-1

Tomés, Jakub, Martin a Peter organizovali na ndmesti zbierku pre dobro¢inné tucely. Za chvilu
sa pri nich postupne zastavilo pét okoloidicich. Prvy dal Tomésovi do jeho pokladnic¢ky 3 Sk,
Jakubovi 2 Sk, Martinovi 1 Sk a Petrovi ni¢. Druhy dal jednému z chlapcov 8 Sk a ostatnym
trom nedal ni¢. Treti dal dvom chlapcom po 2 Sk a dvom ni¢. Stvrty dal dvom chlapcom po 4 Sk
a dvom ni¢. Piaty dal dvom chlapcom po 8 Sk a dvom ni¢. Potom chlapci zistili, Ze kazdy z nich
vyzbieral int ¢iastku, pricom tieto tvoria styri po sebe idtce prirodzené ¢isla. Ktory z chlapcov
vyzbieral najmenej a ktory najviac korun? (Peter Novotny)

C-1-2

Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisana kruznica. Pity kolmic z bodov A,
B na doty¢nicu k tejto kruznici v bode C' ozna¢me D, E. Vyjadrite dizku tse¢ky DE pomocou
dl%ok odvesien trojuholnika ABC. (Pavel Leischner)

C-1-3
Najdite vSetky stvorciferné ¢isla n, ktoré maja nasledujice tri vlastnosti: V zapise ¢isla n st dve
rozne cifry, kazda dvakrat. Cislo n je delitelné siedmimi. Cislo, ktoré vznikne oto¢enim poradia

cifier ¢isla n, je tiez Stvorciferné a delitelné siedmimi. (Pavel Novotny)
C-1-4
Dany je konvexny pituholnik ABCDE. Na polpriamke BC' zostrojte taky bod G, aby obsah
trojuholnika ABG bol zhodny s obsahom daného pituholnika. (Lucie Ruzickovd)
C-1-5
Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najvicsi pocet Cisel tak, aby stcet ziadnych dvoch vy-
branych ¢isel nebol nasobkom jedendstich. (Vysvetlite, preco zvoleny vyber ma pozadovani
vlastnost a preco ziadny vyber vi¢siecho poétu ¢isel nevyhovuje.) (Jaromir Simsa)
C-1-6

Dokézte, ze pre Tubovolné rozne kladné ¢isla a, b plati

a+b _ 2(a® + ab + b%) _ [a? + b?
2 3(a+b) 2

(Jaromir Simsa)
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