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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH
Kategdrie A, B, C
57. ro€nik, Skolsky rok 2007/2008

I. kolo (domadca cast)

Vazeni ziaci strednych skol,

Slovenské komisia matematickej olympiady vas pozyva zucastnit sa 57. ro¢nika matematicke;
olympiady — sutaze pre Ziakov strednych §kol v nasej republike.

Kategéria A je urcena ziakom maturitnych a predmaturitnych roc¢nikov.

Kategoria B ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 2 roky.

Kategoria C ziakom, ktorym zostévaji do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnazii je uréena kategoéria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacej Casti I. kola na vas ¢aka 6 uloh, ktoré najdete v tomto letdku. Ich rieSenia
(nie nutne vsetkych tloh) odovzdajte svojmu ucitelovi matematiky do 26. novembra 2007
(kategéria A) a do 10. januara 2008 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice
1 — vyborne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné
nedostatky a oboznadmi vas so spravnym rieSenim. Ak budu vaSe rieSenia aspon Styroch tloh
ohodnotené ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolskej casti I. kola. Tam budete
v stanovenom Case samostatne riesit dalsie tri ilohy. Opravené rieSenia $kolského aj doméceho
kola tispesnych riesitelov skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusna krajski
komisiu MO. Ta na zaklade vysledkov pozve najlepsich ucastnikov skolského kola do II. kola,
v ktorom budt v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit styri tlohy. V kategériach B a C tym
sutaz konéi. O poradi v druhych kolach rozhoduje sti¢et bodov ziskanych za jednotlivé tlohy.
Pokial prvych n ziakov dosiahne rovnaky pocet bodov, je poradie oznacené zhodne prvym az
n-tym miestom. Podobne pre poradie na dalsich miestach. Ziadne iné kritérid nie st pripustné.

V kategérii A budi este najlepsi riesitelia II. kola z celej republiky sutazit v III. kole, celo-
statnom, kde budt dva dni (po 4,5 hodinéch) riesit dve trojice loh. Najviac polovica Gc¢astni-
kov tohto kola bude vyhldsena za tspesnych riesitelov a najviac Stvrtina za vitazov 57.ro¢nika
v kategdrii A. Z tspesnych riesitelov III. kola sa vyberd druZstvo Slovenskej republiky na Me-
dzindrodnti matematickt olympiadu, na medzistatne stretnutie s Ceskou republikou a Polskom
a na Stredoeurépsku matematicka olympiadu.



Terminy 57.ro¢nika matematickej olympiady:

I. kolo IT. kolo I1I. kolo
(skolska cast) (krajské) (celostatne)
Kategdria A 04.12.2007 23.01.2008 09.-12.03.2008
Kategérie B, C 24.01.2008 01.04.2008 —

Matematickt olympiaddu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou matematickej olympiady. Stutaz riadi Slovenskd
komisia MO a v krajoch ju riadia krajske komisie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych
Skolach ju zaisfuju ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Ce-
lostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribiiciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA Bratislava v tesnej sti¢innosti so Slovenskou komisiou matematickej olympiady.

RieSenia sttaZnych tloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

[.C, Gymnazium L. Eulera

Okrihle nam. 5, 94001 Nové Zamky

Kraj Nitra

2007/2008

C-1-3

Posledny tidaj je oznacenie tlohy podla tohto letaka. Zadania tiloh nemusite opisovat. Ak sa
vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalSich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-
¢enie ulohy a strany ocislujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné Givahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tispesného rieSenia tloh vam vSetkym praje

Doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc.
predseda Slovenskej komisie MO

Archiv zadani a rieseni iloh MO ndjdete na internetovych strankach:
http://www.iuventa.sk

http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm

http://matematika.webpark.sk

(o)

KY

ﬁ@”\’% . Radi by sme upozornili u¢itelov a ziakov na KoreSpondenény matematicky
ﬁé % < . semindr (KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Této stifaz je velmi efek-
%@%%7 o444  tivnou formou pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom
- mysleni ako takom. K tomu prispievaji aj zavere¢né sustredenia pre naj-
lepSich riesitelov. Pre riesitelov MO kategérii B a C je v . KMS urdend kategéria ALFA. Pre
lepsich a skuisenejsich z kategorie B a pre kategdriu A je v KMS urcend kategéria BETA. A na-
koniec pre tych, ¢o maju ambicie uspiet na celostdtnom kole MO kategérie A, je v KMS urcena
kategéria GAMA. Viac informacii o KMS néajdete v priloZzenom samostatnom letaku.
Na dalsiu spolupracu sa tesia

Mgr. Peter Novotny, Mgr. Jan Mazak



MATEMATICKA OLYMPIADA
57.roénik Skolsky rok 2007 /2008 . kolo (domaca &ast)
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KATEGORIA A

A-1-1
Najdite vsetky také trojice redlnych cisel a, b, ¢, ze kazda z rovnic

2?4+ (a+1)a* + (b+3)z+ (c+2) =0,
2+ (a+2)2* + (b+ 1)z + (c+3) =0,
2?4+ (a+3)2* + (b+2)x+ (c+1)=0

mé v obore redlnych ¢isel tri rozne korene, spolu je to vSak iba pif roznych ¢isel.
(Jaromir Simsa)

A-1-2

V rovine je dand tsecka AV a ostry uhol velkosti «. Uréte mnozinu stredov kruznic opisanych
vSetkym tym trojuholnikom ABC' s vnutornym uhlom « pri vrchole A, ktorych vysky sa preti-
najia v bode V. (Pavel Leischner)

A-1-3

Mnozinu M tvori 2n réznych kladngjch redlnych ¢ésel, pricom n > 2. Uvazujme n obdlZnikov,
ktorych rozmery st ¢isla z mnoziny M, pricom kazdy prvok z M je pouzity prave raz. Urcéte, aké
rozmery maji tieto obdlZniky, ak je stcet ich obsahov

a) najvicsi mozny; b) najmensi mozny. (Jaroslav Svrcek)
A-1-4
Urcte pocet konecnych rastucich postupnosti prirodzenych cisel aq, as, . . ., a; vSetkych moznych

dlzok k, pre ktoré plati a; = 1, a; | @iy prei=1,2,...,k—1aa, = 969969. (Martin Pandk)

A-1-5

Je dand kruznica k, bod O, ktory na nej nelezi, a priamka p, ktora ju nepretina. Uvazujme lu-
bovoIna kruznicu [, ktord mé vonkajsi dotyk s kruznicou k a dotyka sa aj priamky p. Prislusné
body dotyku ozna¢me A a B. Pokial body O, A, B neleZia na jednej priamke, zostrojime kruz-
nicu m opisant trojuholniku OAB. Dokazte, ze vSetky také kruznice m prechadzaju spoloénym

bodom réznym od bodu O, alebo sa dotykaju jednej priamky. (Jan Mazdk)
A-1-06

Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje celé ¢islo a (1 < a < 5") také, Ze plati
5% | a® —a+ 1. (Jan Mazdk)



MATEMATICKA OLYMPIADA
57.roénik Skolsky rok 2007 /2008 . kolo (domaca &ast)
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KATEGORIA B

B-1-1
N4jdite vsetky prirodzené é&isla k, pre ktoré je dekadicky zapis ¢isla 6% - 72097=F ykonceny dvoj-
¢islim a) 02; b) 04. (Fva Ridkd)
B-1-2

V pése medzi rovnobezkami p, ¢ st dané dva rézne body M a N. Zostrojte kosostvorec alebo
Stvorec, ktorého dve protilahlé strany lezia na priamkach p a ¢ a zostavajice dve strany preché-
dzaji bodmi M a N (kazda jednym). (Jaromir Simsa)

B-1-3
Dokézte, Ze ak z a y st reélne ¢isla, pre ktoré plati 23 +4® < 2, tak x +y < 2. (Jdn Mazdk)

B-1-4
Najdite vSetky pravouhlé trojuholniky s dlzkami stran a, b, ¢ a dizkami taznic t,, t, t., pre ktoré
plati a+t, = b+1t,. Uvazujte oba pripady, ked AB je a) prepona, b) odvesna. (Pavel Novotny)

B-1-5

Urcte vSetky dvojice a, b redlnych ¢isel, pre ktoré ma kazda z kvadratickych rovnic
ar? +2bx4+1=0, br’+2ax+1=0

dva rozne realne korene, pricom prave jeden z nich je spoloény obom rovniciam.
(Jaroslav Svrcek)

B-1-6

Obdlznik 2005 x 2007 je rozdeleny na &ierne a biele jednotkové stvorceky. Dokazte, ze pre
niektoru z farieb (Giernu alebo bielu) existuje viac ako 95800 pravouholnikov so Sirkou aspon 2,
ktoré sa skladaju z jednotkovych stvorcekov, navzajom sa neprekryvaju a ktorych rohové policka
maju tato farbu. (Pavel Leischner)



MATEMATICKA OLYMPIADA
57.roénik Skolsky rok 2007 /2008 . kolo (domaca &ast)
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KATEGORIA C

C-1-1
Uréte najmensie prirodzené éislo n, pre ktoré aj ¢isla v/2n, v/3n, v/5n st prirodzené.
(Jaroslav Svrcek)

C-1-2
Stvoruholniku ABC'D je vpisand kruznica so stredom S. Uréte rozdiel |J ASD| — |J CSD|, ak
|[9ASB| — |9 BSC| = 40°. (Jaromir Simsa)
cC-1-3

Maéame urcity pocet krabiciek a urcity pocet gulocok. Ak ddme do kazdej krabicky prave jednu
gulocku, ostane nam n gulocok. Ked vSak nechdme prave n krabiciek bokom, mozeme vsetky
gulocky rozmiestnit tak, aby ich v kazdej zostavajticej krabicke bolo prave n. Kolko mame
krabic¢iek a kolko gul6¢ok? (Vojtech Balint)

C-1-4 2v2
Tangram je skladacka, ktori moZno vyrobit z papiera rozrezanim vy-
strihnutého $tvorca na sedem dielov podla ¢iar vyznacenych na obrazku. V2
Predpokladajme, Ze dlzka strany §tvorca je 2v/2 cm. Rozhodnite, ¢ mozno
z dielov tangramu zlozit: 1 11

a) obdlznik 2 cm x 4 cm, V2

b) obdlznik v/2 cm x 4v/2 cm. (Pavel Leischner)

V2 V2
C-1-5
V skupine n Tudi (n > 4) sa niektori poznaju. Vztah "poznat sa” je vzéjomny: ak osoba A pozné
osobu B, tak aj B pozna A a nazyvame ich dvojicou znamych.

a) Dokazte, ze ak medzi kazdymi Styrmi osobami st asponi Styri dvojice znamych, tak kazdé
dve osoby, ktoré sa nepoznajii, majui spolo¢ného znameho.

b) Zistite, pre ktoré n > 4 existuje skupina osdb, v ktorej st medzi kazdymi Styrmi osobami
aspon tri dvojice znamych a stucasne sa niektoré dve osoby ani nepoznajd, ani nemajua
spolo¢ného znameho.

c) Rozhodnite, ¢i v skupine Siestich 0os6b mézu byt v kazdej $tvorici prave tri dvojice znamych
a prave tri dvojice neznamych. (Jan Mazak)

C-1-6

Klarka mala na papieri napisané trojciferné ¢islo. Ked ho spravne vynésobila deviatimi, dostala
stvorciferné ¢islo, ktoré zacinalo rovnakou ¢islicou ako pévodné ¢islo, prostredné dve ¢islice sa
rovnali a poslednd dislica bola suc¢tom dislic pévodného cisla. Ktoré stvorciferné ¢islo mohla
Kléarka dostat? (Peter Novotny))
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