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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

Kategdrie A, B, C
56. ro¢nik, Skolsky rok 2006/2007

I. kolo (domdca cast)

Vazeni ziaci strednych skol,

Slovenské komisia matematickej olympiady vas pozyva zucastnit sa 56. ro¢nika matematicke;
olympiddy — sttaze pre ziakov strednych §kol v naSej republike.

Kategéria A je urcena ziakom maturitnych a predmaturitnych roc¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 2 roky.

Kategoéria C ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako tri roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnézii je urcena kategdria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacej casti I. kola na vas cakd 6 uloh, ktoré najdete v tomto letdku. Ich riesenia
(nie nutne vsetkych tloh) odovzdajte svojmu ucitelovi matematiky do 24.novembra 2006
(kategéria A) a do 15. januara 2007 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice
1 — wvgborne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné
nedostatky a oboznami vas so spravnym riesenim. Ak budid vase rieSenia aspon Styroch tloh
ohodnotené ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolskej casti I. kola. Tam budete
v stanovenom cCase samostatne riesit dalsie tri ilohy. Opravené riesenia $kolského aj doméaceho
kola tispesnych riesitelov skolského kola potom vas$ ucitel matematiky posle na prislusna krajski
komisiu MO. Ta na zaklade vysledkov pozve najlepsich tcastnikov skolského kola do II. kola,
v ktorom budt v priebehu styroch hodin samostatne riesit $tyri tlohy. V kategériach B a C tym
sutaz konéi. O poradi v druhych koldch rozhoduje stcet bodov ziskanych za jednotlivé tlohy.
Pokial prvych n ziakov dosiahne rovnaky pocet bodov, je poradie oznacené zhodne prvym az
n-tym miestom. Podobne pre poradie na dalsich miestach. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategdrii A budu este najlepsi riesitelia II. kola z celej republiky sutazit v III. kole, celo-
statnom, kde budt dva dni (po 4,5 hodinéch) riesit dve trojice loh. Najviac polovica Gc¢astni-
kov tohto kola bude vyhldsena za tspesnych riesitelov a najviac Stvrtina za vitazov 56. rocnika
v kategérii A. Z vitazov III. kola sa vyberd druzstvo Slovenskej republiky na Medzinarodni
matematickt olympiadu a na medzistatne stretnutie s Ceskou republikou a Polskom.



Terminy 56. ro¢nika matematickej olympiady:

I. kolo IT. kolo I1I. kolo
(skolska cast) (krajské) (celostatne)
Kategdria A 05.12.2006 23.01.2007 18.-21.03.2007
Kategdrie B, C 25.01.2007 27.03.2007 —

Matematickt olympiaddu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou matematickej olympiady. Stutaz riadi Slovenskd
komisia MO a v krajoch ju riadia krajske komisie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych
Skolach ju zaisfuju ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Ce-
lostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribiiciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA Bratislava v tesnej sti¢innosti so Slovenskou komisiou matematickej olympiady.

RieSenia sttaZnych tloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

[.C, Gymnéazium L. Eulera

Okrihle nam. 5, 94001 Nové Zamky

Kraj Nitra

2006,/2007

C-1-3

Posledny tidaj je oznacenie tlohy podla tohto letaka. Zadania tiloh nemusite opisovat. Ak sa
vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalSich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-
Cenie ulohy a strany ocislujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné Givahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tispesného rieSenia tloh vam vSetkym praje

Doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc.
predseda Slovenskej komisie MO

Archiv zadani a rieseni iloh MO ndjdete na internetovych strankach:
http://www.iuventa.sk

http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm

http://matematika.webpark.sk

(o)

KY

ﬁ@”\’% . Radi by sme upozornili u¢itelov a ziakov na KoreSpondenény matematicky
ﬁé % < . semindr (KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Této stifaz je velmi efek-
%@%%7 o444  tivnou formou pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom
- mysleni ako takom. K tomu prispievaji aj zavere¢né sustredenia pre naj-
lepSich riesitelov. Pre riesitelov MO kategérii B a C je v. KMS urdend kategéria ALFA. Pre
lepsich a skuisenejsich z kategorie B a pre kategdriu A je v KMS urcend kategéria BETA. A na-
koniec pre tych, ¢o maju ambicie uspiet na celostdtnom kole MO kategérie A, je v KMS urcena
kategéria GAMA. Viac informacii o KMS néajdete v priloZzenom samostatnom letaku.
Na dalsiu spolupracu sa tesi

Martin Potocny
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KATEGORIA A

A-1-1
V obore realnych ¢isel vyrieste rovnicu

4a* — 122 — T2 + 220 4+ 14 = 0,

ked viete, ze mé Styri rozne redlne korene, pricom sucet dvoch z nich sa rovna ¢islu 1.
) )
(Jm 0T Szm§a)

A-1-2

Kruznica vpisana do daného trojuholnika ABC' sa dotyka stran BC', C'A, AB postupne v bodoch
K, L, M. Ozna¢me P priesecnik osi vntutorného uhla pri vrchole C' s priamkou M K. Dokazte,
ze priamky AP a LK st rovnobezné. (Peter Novotny)

A-1-3
Ak x, y, z st redlne ¢isla z intervalu (—1,1) spliiajiice podmienku xy + yz + zx = 1, tak plati

63/(1— )1 — 1)1 — ) < L+ (2 +y +2)°.

Dokazte a zistite, kedy nastéava rovnost. (Jaroslav Svrcek)
A-1-14
Urcte, pre ktoré prirodzené ¢isla n sa mnozina M = {1,2, ... ,n} da rozdelit

a) na dve,

b) na tri
navzajom disjunktné podmnoziny s rovnakym poctom prvkov tak, aby kazda z nich obsahovala
aj aritmeticky priemer vSetkych svojich prvkov. (Peter Novotny))
A-1-5
V rovine je dané kruznica k so stredom S a bod A # S. Ur¢te mnozinu stredov kruznic opisanych
vSetkym trojuholnikom ABC, ktorych strana BC' je priemerom kruZnice k. (Jiri Dula)
A-1-6

Urcte vsetky funkcie f : Z — Z také, ze pre vSetky celé ¢isla x, y plati

f(f(x) +y) =z + f(y +2006).

(Petr Kanovsky)
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KATEGORIA B
B-1-1
Néjdite vSetky dvojice celych ¢isel (a,b), ktoré st rieSenim rovnice

a® + 7ab+ 6b* +5a + 4b + 3 = 0.

(Pavel Novotny)

B-1-2

Dané je kruZnica k s priemerom AB. K ITubovolnému bodu Y kruzZnice k, Y # A, zostrojme na

polpriamke AY bod X, pre ktory plati |AX| = |Y B|. Ur¢te mnozinu vsSetkych takych bodov X.
(Pavel Leischner)

B-1-3
Najdite najmensie prirodzené Cislo k také, ze kazda k-prvkova mnozina trojcifernych po dvoch
nestudelitelnych ¢isel obsahuje aspon jedno prvodislo. (Pavel Novotny))
B-1-4

V Tubovolnom trojuholniku ABC ozna¢me T fazisko, D stred strany AC a E stred strany BC'.
Najdite vsetky pravouhlé trojuholniky ABC' s preponou AB, pre ktoré je stvoruholnik CDTFE

doty¢nicovy. (Jan Mazdk)
B-1-5

Najdite vietky dvojice redlnych ¢isel (p, q) také, Ze mnohoclen z2+px+q je delitelom mnoho¢lena
2t + px? +q. (Jozef Moravcik)
B-1-6

Dané je tsecka AAq a priamka p. Zostrojte trojuholnik s vrcholom A a vyskou AAgy, ktorého
tazisko a stred kruznice opisanej lezia na priamke p. (Bva Ridkd)
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KATEGORIA C

cC-1-1
Urcte vSetky dvojice prirodzenych ¢isel (a,b), pre ktoré plati

a+5Vb=b+5va.

(Jaroslav Svrcek)

C-1-2
Najdite vSetky trojuholniky, ktoré sa daji rozrezaf na lichobezniky so stranami dlzok 1cm,
lem, lem a 2cm. (Jan Mazdk)
cC-1-3

Najdite vSetky prirodzené ¢isla, ktorych zapis neobsahuje nulu a mé nasledujicu vlastnost: ak
v nlom vynechdme Tubovolnu ¢islicu, dostaneme ¢islo, ktoré je delitelom povodného ¢isla.
(Jaromir Simsa)

C-1-4

Dany je lichobeznik ABC'D so zakladnami AB a C'D. Ozna¢me FE stred strany AB, F' stred

usecky DE a G prieseénik tseciek BD a C'E. Vyjadrite obsah lichobeznika ABC'D pomocou

jeho vysky v a dlzky d tsecky F'G za predpokladu, ze body A, F, C lezia na jednej priamke.
(Jan Mazdk)

C-1-5
Zistite, pre ktoré prirodzené cislo n je podiel

33000
(n—4)(n+1)

a) ¢o najvicsie, b) ¢o najmensie prirodzené ¢islo. (Eva Ridka)

C-1-6
Dany je ostrouhly trojuholnik ABC', v ktorom D je pidta vysky z vrcholu C' a V' priese¢nik
vysok. Dokézte, ze |AD|-|BD| = |AB|- |V D| prave vtedy, ked |CD| = |AB|. (Jaroslav Zhouf)
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