SLOVENSKA KOMISIA MATEMATICKEJ OLYMPIADY
Fakulta PEDaS Zilinskej univerzity, 01026 Zilina

MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

Kategdrie A, B, C
55. ro¢nik, Skolsky rok 2005/2006

I. kolo (domdca cast)

Vazeni ziaci strednych skol,

Slovenské komisia matematickej olympiady vas pozyva zucastnit sa 55. roénika matematicke;
olympiddy — sttaze pre ziakov strednych §kol v naSej republike.

Kategéria A je urcena ziakom maturitnych a predmaturitnych roc¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 2 roky.

Kategoéria C ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako tri roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnézii je urcena kategdria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacej casti I. kola na vas cakd 6 uloh, ktoré najdete v tomto letdku. Ich riesenia
(nie nutne vsetkych tloh) odovzdajte svojmu ucitelovi matematiky do 25.novembra 2005
(kategéria A) a do 16. januara 2006 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice
1 — wvgborne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné
nedostatky a oboznami vas so spravnym riesenim. Ak budid vase rieSenia aspon Styroch tloh
ohodnotené ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolskej casti I. kola. Tam budete
v stanovenom cCase samostatne riesit dalsie tri ilohy. Opravené riesenia $kolského aj doméaceho
kola tispesnych riesitelov skolského kola potom vas$ ucitel matematiky posle na prislusna krajski
komisiu MO. Ta na zaklade vysledkov pozve najlepsich tcastnikov skolského kola do II. kola,
v ktorom budt v priebehu styroch hodin samostatne riesit $tyri tlohy. V kategériach B a C tym
sutaz konéi. O poradi v druhych koldch rozhoduje stcet bodov ziskanych za jednotlivé tlohy.
Pokial prvych n ziakov dosiahne rovnaky pocet bodov, je poradie oznacené zhodne prvym az
n-tym miestom. Podobne pre poradie na dalsich miestach. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategdrii A budu este najlepsi riesitelia II. kola z celej republiky sutazit v III. kole, celo-
statnom, kde budt dva dni (po 4,5 hodinéch) riesit dve trojice loh. Najviac polovica Gc¢astni-
kov tohto kola bude vyhldsena za tspesnych riesitelov a najviac Stvrtina za vitazov 55. ro¢nika
v kategérii A. Z vitazov III. kola sa vyberd druzstvo Slovenskej republiky na Medzinarodni
matematickt olympiadu a na medzistatne stretnutie s Ceskou republikou a Polskom.



Terminy 55. ro¢nika matematickej olympiady:

I. kolo IT. kolo I1I. kolo
(skolska cast) (krajské) (celostatne)
Kategéria A 06.12. 2005 24.01. 2006 777
Kategérie B, C 26.01.2006 21.03. 2006 —

Matematickt olympiaddu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou matematickej olympiady. Stutaz riadi Slovenskd
komisia MO a v krajoch ju riadia krajske komisie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych
Skolach ju zaisfuju ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Ce-
lostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribiiciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA Bratislava v tesnej sti¢innosti so Slovenskou komisiou matematickej olympiady.

RieSenia sttaZnych tloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

[.C, Gymnéazium L. Eulera

Okrihle nam. 5, 94001 Nové Zamky

Kraj Nitra

2003/2004

C-1-3

Posledny tidaj je oznacenie tlohy podla tohto letaka. Zadania tiloh nemusite opisovat. Ak sa
vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalSich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-
Cenie ulohy a strany ocislujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné Givahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tispesného rieSenia tloh vam vSetkym praje

Doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc.
predseda Slovenskej komisie MO

Archiv zadani a rieseni iloh MO ndjdete na internetovych strankach:
http://www.iuventa.sk

http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm

http://matematika.webpark.sk

(o)

KY

ﬁ@”\’% . Radi by sme upozornili u¢itelov a ziakov na KoreSpondenény matematicky
ﬁé % < . semindr (KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Této stifaz je velmi efek-
%@%%7 o444  tivnou formou pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom
- mysleni ako takom. K tomu prispievaji aj zavere¢né sustredenia pre naj-
lepSich riesitelov. Pre riesitelov MO kategérii B a C je v. KMS urdend kategéria ALFA. Pre
lepsich a skuisenejsich z kategorie B a pre kategdriu A je v KMS urcend kategéria BETA. A na-
koniec pre tych, ¢o maju ambicie uspiet na celostdtnom kole MO kategérie A, je v KMS urcena
kategéria GAMA. Viac informacii o KMS néajdete v priloZzenom samostatnom letaku.
Na dalsiu spolupracu sa tesi

Martin Potocny



T 4 MATEMATICKA OLYMPIADA
mo 55.roénik Skolsky rok 2005 /2006 I. kolo (domaca &ast)
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KATEGORIA A

A-1-1
V obore realnych ¢isel rieste rovnicu

V2(sint + cost) = tg® t 4 cotg®¢.
(J. Svrcek)
A-1-2

Nech ABCD je tetivovy stvoruholnik s navzajom kolmymi uhloprieckami. Oznac¢me postupne
p, ¢ kolmice z bodov D, C na priamku AB. Dalej ozna¢me X priesecnik priamok AC ap ay

priesecnik priamok BD a q. Dokézte, ze XY CD je kosostvorec alebo Stvorec. (E. Kovdc)
A-1-3

Postupnost (a,)5, nenulovych celych ¢isel méa ta vlastnost, Ze pre kazdé n > 0 plati
(py1 = ap — by, kde b, je cislo, ktoré ma rovnaké znamienko ako cislo a,, ale opacné po-

radie ¢islic (zapis ¢isla b, moZze na rozdiel od zapisu ¢isla a, za¢inat jednou alebo viacerymi
nulami). Napriklad pre ag = 1210 je a; = 1089, ay = —8712, a3 = —6534, ...

a) Dokazte, Ze postupnost (a,) je periodicka.

b) Zistite, aké najmensie prirodzené ¢islo moze byt aq. (T. Jurik)

A-1-4

Néjdite vSetky kubické mnohocleny P(x), ktoré maju aspon dva rozne redlne korene, z kto-
rych jeden je &islo 7, a ktoré pre kazdé redlne &islo ¢ spliiaji podmienku: Ak P(t) = 0, tak
P(t+1)=1. (P. Novotny)

A-1-5

Dané st tasecky dlzok a, b, ¢, d. Dokézte, ze rovnost a® 4+ ¢ = b? + d? plati prave vtedy, ked
existuji konvexné §tvoruholniky so stranami diZok a, b, ¢, d (pri zvy¢ajnom oznaceni), pri¢om
uhlopriecky kazdého takého Stvoruholnika zvieraju jeden a ten isty uhol. (J. Simsa)

A-1-6
Néjdite vSetky usporiadané dvojice (z,y) prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati

2%+ y* = 2005(z — y).

(J. Moravcik)
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KATEGORIA B

B-1-1
Urcte vsetky hodnoty celociselného parametra a, pre ktoré ma rovnica

(x+a)(xr +2a) =3a

aspoti jeden celo¢iselny koreri. (J. Zhouf)

B-1-2

V danom trojuholniku ABC' ozna¢me D ten bod polpriamky C'A, pre ktory plati |CD| = |CB|.
Dalej ozna¢me postupne E, F stredy tseciek AD a BC. Dokazte, ze |J BAC| = 2|9 CEF)|
prave vtedy, ked |AB| = |BC. (P. Leischner)

B-1-3
Rozhodnite, ¢i nerovnost

a(b+1)+blc+1)+c(d+1)+dla+1) > (a+1)(b+1)(c+1)(d+1)

plati pre vSetky také kladné ¢&isla a, b, ¢, d, ktoré spliiaji podmienku
a) ab = cd = 1;
b) ac = bd = 1. (J. Simsa)

B-1-4
Kazdu z hviezdi¢iek v zapisoch dvanastmiestnych ¢isel A = x88 888888888, B = 11111111111
nahradte nejakou éislicou tak, aby vyraz [14A — 13B| mal ¢o najmensiu hodnotu. (J. Simsa)

B-1-5

Kruh so stredom S a polomerom r je rozdeleny na styri ¢asti dvoma tetivami, z ktorych jedna ma
dlzku r a druhd m4 od stredu S vzdialenost r /2. Dokaite, Ze absoltitna hodnota rozdielu obsahov
tych dvoch casti, ktoré maja spolo¢ny prave jeden bod a pritom zZiadna z nich neobsahuje stred S,
je rovna jednej Sestine obsahu kruhu. (P. Leischner)

B-1-6

Urcéte najmensie prirodzené ¢islo n s nasledujicou vlastnostou: Ked zvolime n roznych priro-
dzenych ¢isel mensich ako 2005, st medzi nimi dve také, ze podiel sti¢tu a rozdielu ich druhych
mocnin je vicsi ako tri. (J. Zhouf)
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KATEGORIA C
C-1-1
a) Dokéazte, %e pre kazdé prirodzené &islo m je rozdiel m® — m? delitelny ¢islom 60.

b) Uréte vsetky prirodzené ¢isla m, pre ktoré je rozdiel m® — m? delitelny ¢islom 120.

(J. Moravcik)

C-1-2
Kruznice k, ¢, m sa po dvoch zvonka dotykaju a vSetky tri maji spolo¢na dotyc¢nicu. Polomery
kruznic k, £ st 3cm a 12 cm. Vypocitajte polomer kruznice m. Najdite vSetky rieSenia.

(L. Bocek)
C-1-3
Urcte pocet vSetkych trojic navzajom roznych trojmiestnych prirodzenych cisel, ktorych stcet
je delitelny kazdym z troch séitanych ¢isel. (J. Simsa)
C-1-4
Je dané prirodzené ¢islo n (n > 2) a reélne ¢isla xq, o, . . ., T, pre ktoré plati

T1X9 = XT3 = ... = Tp_1Ty = Tpx1 = 1.

Dokazte, ze
xf—l—mgjt...%—xizn.

(J. Svrcek)

C-1-5

V ostrouhlom trojuholniku ABC' ozna¢me D pétu vysky z vrcholu C' a P, () zodpovedajtce

péty kolmic vedenych bodom D na strany AC a BC'. Obsahy trojuholnikov ADP, DC'P, DBQ,

C D@ oznacme postupne Sy, Sg, S3, S4. Vypocitajte Sy : S3,ak S;: 5, =2:3aS53:5,=3:8.
(P. Novotny)

C-1-6
Rozhodnite, ktoré z ¢isel

\/p+\/§+ \/q+\/§, \/p+\/ﬁ+\/q+\/§

je vicsie, ak p a ¢ su rozne kladné ¢isla. (J. Moravcik)
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