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MATEMATICKA OLYMPIADA

NA STREDNYCH SKOLACH

Kategorie A, B, C
54. ro€nik, Skolsky rok 2004 / 2005

l. kolo (doméca €ast))

Véazeni Ziaci strednych Skél,

Slovensk& komisia matematickej olympiady vas pozyva zuc€astnit sa 54. ro¢nika
matematickej olympiady — sutaze pre zZiakov strednych kol v naSej republike.

Kategoria A je ur€end Ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategoria B Ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoria C Ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako tri roky.

Pre Ziakov prvych, pripravnych rocnikov bilingvalnych gymnézii je uréena
kategoria Z9.

Organizacia sutaze v kategoriach A, B, C:

V domécej €asti |. kola na vas €aka 6 uloh, ktoré najdete v tomto letaku. Ich
rieSenia (nie nutne vSetkych uloh) odovzdajte svojmu ucitelovi matematiky do 26.
novembra 2004 (kategéria A) ado 14. januara 2005 (kategorie B a C). Ten
ich opravi, ohodnoti podfa stupnice 1 — vyborne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom
ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky a oboznami vas so spravnym
rieSenim. Ak budu vase rieSenia aspon Styroch uloh ohodnotené ako vyborné alebo
dobré, budete pozvani do Skolskej €asti I. kola. Tam budete v stanovenom Case
samostatne rieSit dalSie tri ulohy. Opravené rieSenia Skolského aj domaceho kola
uspesnych riesitefov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusna
krajska komisiu MO. T4 na zaklade vysledkov pozve najlepSich U¢astnikov Skolského
kola do II. kola, v ktorom budu v priebehu Styroch hodin samostatne rieSit’ Styri tlohy.
V kategoriach B a C tym sataz konci. O poradi v druhych kolach rozhoduje sucet
bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Pokial prvych n Ziakov dosiahne rovnaky pocet
bodov, je poradie oznatené zhodne prvym az n-tym miestom. Podobne pre poradie
na daldich miestach. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategorii A budu eSte najlepSi rieSitelia Il. kola z celej republiky sutazit
v lIl. kole, celoStatnom, kde budu dva dni (po 4,5 hodinéch) rieSit dve trojice uloh.
Najviac polovica Ucastnikov tohto kola bude vyhldsena za UspeSnych rieSitelov
a najviac Stvrtina za vitazov 54. ro¢nika v kategorii A. Z vitazov lll. kola sa vybera
druzstvo Slovenskej republiky na Medzindrodnd matematicki olympiadu
a na medzistatne stretnutie s Ceskou republikou a Pol'skom.



Terminy 54. ro€nika matematickej olympiady:

kategoria I. kolo (Skolsk& Il. kolo (krajské) . kolo
cast)) (celoStéatne)
Kategoria A 7.12.2004 18. 1. 2005 3. —6.4.2005
Kategérie B, C 25. 1. 2005 22.3.20056 | -

Matematickl olympiddu vyhlasuje Ministerstvo Skolstva SR v spolupraci
s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou matematickej
olympiady. Sutaz riadi Slovensk& komisia MO a v krajoch ju riadia krajské komisie
MO pri pobockadch JSMF. Na jednotlivych Skolach ju zaistuju uditelia matematiky.
Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. CeloStatne kolo MO, tla¢ materialov
MO aich distriblciu po organiza¢nej stranke zabezpecduje IUVENTA v tesnej
sucinnosti so Slovenskou komisiou matematickej olympiady.

RieSenia sutaznych dloh vypracujte €itatePne na listy formatu A4. Kazdu
tlohu zaénite na novom liste a uvedte vlfavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

I.C, Gymnazium L. Eulera

Okrahle nam. 5, 940 01 Nové Zamky
Kraj Nitra

2004/2005

C-1-3

Posledny (daj je oznacenie ulohy podfa tohto letdka. Zadania Uloh nemusite
opisovat. Ak sa vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalSich listoch viavo
hore svoje meno a oznacenie ulohy a strany ocislujte. RieSenie piSte ako vyklad,
v ktorom sU uvedené vSetky podstatné uvahy tak, aby bolo mozné sledovat’
vas myslienkovy postup.

Vela radosti z ispeSného rieSenia uloh vam vSetkym praje

Doc. RNDr. Vojtech Bélint, CSc.
predseda SK MO

Archiv zadani a rieSeni tloh MO najdete na internetovych strankach:
http://www.iuventa.sk
http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm
http://matematika.webpark.sk/

Radi by sme upozornili ucitefov a Studentov na KoreSpondenény matematicky
seminar (KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato sutaz je velmi efektivhou
formou pripravy na MO atiez zdokonalovania sa v matematickom mysleni
ako takom. K tomu prispievaju aj zaverec¢né sustredenia pre najlepsich riesitelov.

= Pre rieSitelov MO kategorii B a C je v KMS uréena kateg6ria ALFA. Pre lepSich
a skuseneJS|ch z kategorie B a pre kategoriu A je v KMS ur€ena kategéria BETA. A nakoniec pre tych,
¢o maju ambicie uspiet na celoStatnom kole MO kategorie A, je v KMS uréena kategdria GAMMA.
Viac informécii o KMS najdete v prilozenom samostatnom letaku.

Na dalSiu spolupracu sa tesi
Martin Poto¢ny


http://www.iuventa.sk
http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm
http://matematika.webpark.sk/
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KATEGORIA C

C-1-1
Nech a,b,c,d su také realne &isla, Zze a+d =b+c. Dokazte nerovnost
(a- b)(c- d)+(a- c)(b- d)+(d- a)(b- c)3 0.
(E. Kovac)

C-1-2
Zistite, pre ktoré prirodzené &isla n3 2 je mozné z mnoziny {12,K,n- 1}
vybrat navzdjom rézne parne d&isla tak, aby ich sucet bol delitefny &islom n.
(J. Zhouf)

C-1-3

V fubovolnom konvexnom Stvoruholniku ABCD oznaCme E stred strany BC
a F stred strany AD. Dokazte, Ze trojuholniky AED a BFC maju rovnaky obsah
prave vtedy, ked su strany AB a CD rovnobezné.

(J. Sim3a)

C-1-4
Tri Stvormiestne Cisla k,I,m maju rovnaky tvar ABAB, t.j. Cislica na mieste

jednotiek je rovnaka ako cCislica na mieste stoviek a Cislica na mieste desiatok
je rovnaka ako &islica na mieste tisicok. Cislo | ma &islicu na mieste jednotiek
0 2 v&&Siu a &islicu na mieste desiatok o 1 mensiu ako &islo k. Cislo m je stétom
Cisel k a | aje delitelné deviatimi. Urcte vSetky také Cisla k.

(T. Joska)

C-1-5
Urcte pocet vSetkych trojic dvojmiestnych prirodzenych €isel a,b,c, ktorych

suc¢in abc ma zapis, v ktorom su vsetky Cislice rovnaké. Trojice liSiace sa len
poradim Cisel povaZzujeme za rovnaké, t.j. zapocitavame ich len raz.

(J. Sim3a)

C-1-6
V trojuholniku ABC so stranou BC dizky 2cm je bod K stredom strany AB.

Body L a M rozdelujad stranu AC na tri zhodné usecky. Trojuholnik KLM
je rovnoramenny a pravouhly. Uréte dlzky strdn AB, AC vSetkych takych
trojuholnikov ABC.

(P. Leischner)
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KATEGORIA B
B-1-1
Urcte vSetky dvojice (a,b) realnych Cisel, pre ktoré mé kazda z rovnic
x*+ax+b=0, x> +(2a+1)x+2b+1=0

dva rézne realne korene, pricom korene druhej rovnice su prevratenymi hodnotami
korenov prvej rovnice.

(E. Kovac)
B-1-2
Dany je rovnobeZznik ABCD. Priamka vedena bodom D pretina use¢ku AC
v bode G, UseC¢ku BC v bode F apolpriamku AB vbode E tak, Ze trojuholniky
BEF a CGF maju rovnaky obsah. Uréte pomer |AG|:|GC].

(T. Jurik)

B-1-3
Na stole lezi k hromadok o 1,2,3 K,k kamenoch, kde k3 3. V kazdom kroku

vyberieme tri fubovolné hromadky na stole, zlu¢ime ich do jednej a priddme k nej
jeden kamen, ktory dovtedy na stole nebol. Dokazte, Ze ak po niekolkych krokoch
vznikne jedind hromadka, potom vysledny pocet kameriov nie je delitelny tromi.

(J. Zhou)

B-1-4

OznaCme V prieseCnik vySok a S stred kruznice opisanej trojuholniku ABC,
ktory nie je rovnostranny. Dokazte, Ze ak uhol pri vrchole C ma 60°, potom os uhla
ACB je osou Usecky VS.

(J. Zhouf)
B-1-5
V obore reélnych Cisel vyrieSte rovnicu
X _SX(-7
X+4 7&(-5

kde gx(j oznacuje najvacsie celé Cislo, ktoré nie je vacSie ako x (tzv. dolna cela Cast
realneho Cisla x).
(J. Sim3a)
B-1-6
. e - r
Do kruznice k s polomerom r su vpisané dve kruznice k;,k, s polomerom >

ktoré sa vzajomne dotykaju. Kruznica | sa zvonka dotyka kruznic k;,k, a s kruznicou
k ma vnutorny dotyk. Kruznica m ma vonkajSi dotyk s kruznicami k, a | a vnatorny
dotyk s kruznicou k. Vypocitajte polomery kruznic | a m.

(L. Bocek)
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KATEGORIA A

A-1-1

Neprazdnu podmnozinu prirodzenych &isel nazveme malou, ked ma menej
prvkov, ako je jej najmenSi prvok. UrCte pocet vSetkych tych malych mnozin M,
ktoré s podmnoZinami mnoZiny {1,2,3,K,100} amaji nasledovnl vlastnost:

ak do M patria dve rézne ¢&isla x a y, potomdo M patri aj &islo | x- y|.
(J. Foldes)

A-1-2

Nech M je lubovolny vnatorny bod kratSieho obluka CD kruZnice opisanej
Stvorcu ABCD. OznaCme P, R priesecniky priamky AM postupne s useckami BD,
CD apodobne Q, S priesecniky priamky BM s useCkami AC, DC. DokaZzte,

Ze priamky PS a QR su navzajom kolmé.
(J. Svréek)

A-1-3
Nech k je lubovolné prirodzené ¢islo. Uvazujme dvojice (a,b) celych Cisel,
pre ktoré maju kvadratické rovnice

x> - 2ax+b =0, y?>+2ay+b=0

realne korene (nie nutne rozne), ktoré mozno oznacit x,, resp. y,, v takom poradi,
ze plati rovnost xy, - X,y, =4K.

a) Pre dané k urcte najva¢siu moznu hodnotu b zo vSetkych takych dvojic (a,b).

b) Pre k =2004 urcte pocet vSetkych takych dvojic (a,b).

c) Pre dané k vypocitajte sucet Cisel b zo vSetkych takych dvojic (a,b), priCom

kazdé Cislo b sa pripocita tolkokrat, v kolkych dvojiciach (a,b) vystupuije.
(E. Kovac)

A-1-4
Dané aritmetické postupnosti (x )2, a (y,)., maja rovnaky prvy ¢&len
a nasledovnu vlastnost: existuje index k (k >1), pre ktory platia rovnosti
le' ylf =53, le-l_ ylf-1:78’ X|f+1' ylf+1:27'
Najdite vSetky také indexy k.
(V. Bélint)



A-1-5
V lichobeZniku ABCD, kde AB|CD, plati |AB|=2CD|. Ozna¢me E stred
ramena BC. Dokazte, Zze rovnost |AB =|BC| plati prave vtedy, ked Stvoruholnik
AECD je doty¢nicovy.
(R. Horensky)

A-1-6
Najdite v3etky funkcie f:(0,+¥)® (0,+¥), ktoré spliiuji zarove tri nasledovné
podmienky:
a) Pre lubovolné nezaporné Cisla x,y také, Zze x+y >0, plati rovnost

F(xf(y) F(y) =t EEXTWV%

b) f(1) =0;
c) f(x)>0 pre fubovolné x>1.
(P. Caldbek)
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