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MATEMATICKA OLYMPIADA

NA STREDNYCH SKOLACH

Katego6rie A, B, C
53. roénik, Skolsky rok 2003 / 2004
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Véazeni Ziaci strednych &,

Slovenska komisia matematickej olympiady vas pozyva zlgastnit’ sa 53. rocnika matematickej
olympiédy — sit'aze pre ziakov strednych kél v naSej republike.

Kategdria A je uréena ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategdria B Ziakom, ktorym zostévaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategdria C ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako tri roky.

Pre Ziakov prvych, pripravnych roénikov bilingvélnych gymnazii je uréena kategoria C.

Organizécia sitaze v kategoriach A, B, C:

V domécej &asti |. kola na vés ¢aké 6 Uloh, ktoré ngjdete v tomto letdku. Ich rieSenia (nie nutne
v&etkych uloh) odovzdajte svojmu ucitelovi matematiky do 26. novembra 2003 (kategéria A) ado
13. januéra 2004 (kategdrie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podl'a stupnice 1 — vyborne, 2 — dobre,
3 — nevyhovuje. Potom ich svami rozoberie, vysvetli véam pripadné nedostatky a obozndmi vés so
spravnym rieSenim. Ak bud( vaSe rieSenia aspon Styroch Uloh ohodnotené ako vyborné alebo dobré,
budete pozvani do skolskej ¢asti |. kola. Tam budete v stanovenom ¢ase samostatne rieSit” d’alSie tri
Ulohy. Opravené rieSenia Skolského g domaceho kola Uspesnych riesitel'ov Skolského kola potom vas
weitel’ matematiky poSle na prislusnu krajskd komisiu MO. Té na zéklade vysledkov pozve najlepsich
Ucastnikov Skolského kola do 11. kola, v ktorom budd v priebehu Styroch hodin samostatne rieSit’
Styri Ulohy. V kategdriach B aC tym stt'az kongi. O poradi v druhych kol&ch rozhoduje stcet bodov
ziskanych za jednotlivé dlohy, pricom bodové hodnotenie kazdej Ulohy je nezdporné celé ¢islo
mensSie ako 7. Pokial’ prvych n Ziakov dosiahne rovnaky pocet bodov, je poradie oznatené zhodne
prvym aZ n-tym miestom. Podobne pre poradie na d’a&ich miestach. Ziadne iné kritéria nie s
pripustné.

V kategorii A budl eSte najlepsi rieSitelia 11. kola z celel republiky satazit' v I11. kole,
celostdtnom, kde budl dva dni (po 4,5 hodinach) rieSit’ dve trojice Uloh. Najviac polovica U¢astnikov
tohto kola bude vyhldsend za UspeSnych rieSitelov angviac Stvrtina za vitazov 53. roénika



v kategorii A. Z vitazov Ill. kola sa vyberd druzstvo Slovenske republiky na Medzinarodna
matematicki olympiadu a na medzi&tétne stretnutie s Ceskou republikou a Por'skom.
Predbezne boli stanovené tieto terminy 53. roénika matematickej olympiady:

l. kolo Il. kolo I11. kolo
(8kolska cast) (krajské) (celodtétne)
Kategoria A 2.12. 2003 13. 1. 2004 28.3.—31. 3. 2004
Kategorie B, C 27. 1. 2004 23. 3. 2004 —_—

Matematickd olympi&du vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupréci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov a Sovenskou komisiou matematickej olympiady. Sit'aZ riadi Sovenska komisia
MO av kragjoch ju riadia krajské komisie MO pri pobockéch JSMF. Na jednotlivych Skolach ju
zaist'uju ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Celostétne kolo MO,
tla¢ materidlov MO aich distribliciu po organizacng stranke zabezpetuje IUVENTA Bratidava
v tesngl stginnosti so Slovenskou komisiou matematickej olympiady.

RieSenia sitaznych uloh vypracujte ¢itatel’ne na listy formatu A4. Kazda ulohu zaénite na
novom liste a uved’te vPavo hor e zahlavie podPa vzor u:

Emil Kruh

I.C, Gymnézium L. Eulera

Okrdhle ndm. 5, 940 01 Nové Zamky
Krg Nitra

2003/2004

C-1-3

Posledny Udaj je oznagenie Ulohy podratohto letéka. Zadania Gloh nemusite opisovat’. Ak savam
rieSenie nezmesti na jeden list, uved’te na dasich listoch vlavo hore svoje meno a oznacenie Glohy
astrany ocidlujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené v3etky podstatné Uvahy tak,
aby bolo mozné dedovat’ vas myslienkovy postup.

Velaradosti z Gspedného rieSenia tloh vam vSetkym praje

Doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc.
predseda Slovenskej komisie MO

Radi by sme upozornili ucitelov a Studentov na KoreSpondenény matematicky seminér (KMS)
organizovany zdruzenim Trojsten. Této sit'aZ je vel'mi efektivnou formou pripravy na MO atiez
zdokonal'ovania sa v matematickom mysleni ako takom. K tomu prispievajl g zavereiné slstredenia
pre najlepSich rieSitelov. Pre rieSitelov MO kategorii B aC je v KMS ur¢ena kategéria ALFA. Pre
lepSich a skisengjSich z kategérie B a pre kategoriu A je v KM S uréena kategéria BETA. A nakoniec
pre tych, ¢o maji ambicie uspiet’ na celostatnom kole MO kategdrie A, je v KMS urcena kategoria
GAMMA. Viac informécii o KMS ngdete v prilozenom samostatnom letaku.

Na d’alSiu spolupracu sa tesi

Martin Potocny
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KATEGORIA C
C-1-1
Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n, ktoré je v&sie ako 3 anie je delitelné tromi, plati:
Sachovnicu N° n je moZné rozrezat’ najeden &vorec 1° 1 aobdizniky 3" 1.
(J. Zhouf)
C-1-2
Je dany obdiznik ABCD . Nech priamky p a ¢, ktoré prechédzaji vricholom A, pretingjt pol-
kruznice zvonku pripisané strandm BC a CD vbodoch K aL (Bt K* Ct L! D) ataktiez
strany BC a CD vbodoch P a Q tak, Ze trojuholnik ABP ma taky isty obsah ako trojuholnik
KCP astgasne trojuholnik AQD ma taky isty obsah ako trojuholnik CLQ . Doké&’te, Ze body
K,L,C lezianajedng priamke.
(J. Svrcek)
C-1-3
Ziak mal vypocitat priklad X %Y :Z , kde X je dvojciferné ¢islo, Y trojciferné cislo a Z trojci-
ferné ¢islo s¢islicou 2 namieste jednotiek. Vysledkom prikladu malo byt prirodzené &islo. Ziak ale
prehliadol bodku astgin X XY chépal ako patciferné ¢islo. Dostal tak sedemkrét vassi vysledok ako
mal vyjst’. Aky priklad mal Ziak pocitat'?
(P. Cernek)
C-1-4
Nech P je rubovorny vnitorny bod rovnostranného trojuholnika ABC . Uvazujme obrazy K, L
a M bodu P vosovych siimernostiach sosami AB,BC a CA. Uréte mnozinu véetkych bodov
P takych, Ze trojuholnik KLM je rovnoramenny.
(J. Zhouf)
C-1-5
Prirodzené ¢islo nazveme magickym prave vtedy, ked’ sa da rozloZit' na sicet dvoch trojmiestnych
&isel zapisanych rovnakymi ¢islicami, ale v opatnom poradi. Napriklad ¢islo 1413 je magické, lebo
1413 =756 + 657 ; ngmensie magické ¢islo je 202.
a) Urcte pocet vSetkych magickych isel.
b) Ukézte, Ze sicet vietkych magickych ¢isel je 187000 .
(J. Smsa)
C-1-6
Zo véetkych Stvoruholnikov, ktoré sa daju vpisar’ do danej kruznice s polomerom 1 aktoré mgju dve
strany dangj dizky m, urétetie, ktoré maju ngjvacsi obsah.
(P. Leischner)
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KATEGORIA A
A-1-1
Uréte vietky dvojice (p, ) redinych cisel také, Ze rovnica X2 + pX+ =0 mariesenie v obore
redlnych ¢isel, pricom plati: Ak t je korefiom tejto rovnice, potom g |2t - 15| jejg korenom.

(P. Cernek)
A-I1-2
V rovine daného $tvorca KLMN uréte mnoZinu v&etkych bodov P, pre ktoré st unly NPK, KPL
a LPM zhodné. 5

(3. Svrcek)
A-1-3
Pre 'ubovorné prirodzené ¢islo k zostavme z pismen A, B vetky mozné , slovd" dizky k . Rozdelme
ich do dvoch skupin P, a N, podra toho, ¢i je v danom slove parny aebo neparny pocet ., slabik"
BA (za pany povazujeme & pocet 0). Napriklad slova BABBBBA a AAAAAAB patria do
skupiny P,, ssovd AABBABB a BABAABA patria do skupiny N,. Zistite, pre ktoré k majd
skupiny B, a N, rovnaky pocet prvkov.

(J. Smsa)
A-l-4
Uréte ngimenSierealne ¢islo p také, Ze nerovnost’
1422 414432 41+ L +yn? +1£ 1P
plati pre kazdé prirodzené ¢ido n.
(S Travnicek)

A-I1-5

Nech ABCD jetetivovy &voruholnik, ktorého vnitorny uhol pri vichole D maverkost 60°.
a Ak |BC|=|CD], potom plati [CD|+|DA =|AB]; dokézte.
b) Rozhodnite, ¢i plati opacndimplikécia.

(E. Kovéc)
A-1-6
V obore redlnych ¢isel vyriedte sistavu rovnic x> = 1+E y? = l+1 2’ = E+1
y z z X Xy
(0. Sna)
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KATEGORIA B
B-1-1
Kazdu z hviezdiciek namieste jednotiek vo vyraze

|777 777 777 77* 555555 555 554
|777 777 777 77* 555555555559
nahrad’te ngjakou ¢islicou tak, aby vyraz mal ¢o ngjmensiu hodnotu.

(J. Smia)
B-1-2
V rovnoramennom lichobezniku ABCD plati |BC|=|CD|=|DA a |[DDAB|=|DABC|=36°. Na
zékladni AB je dany bod K tak, Ze | AK|=|AD| . Dokézte, Ze kruznice opisané trojuholnikom AKD
a KBC maju vonkajsi dotyk.

(J. Zhouf)
B-1-3
V obore redlnych ¢isdl rieste rovnicu Xgx(]- 5x+7 =0, kde éx{] znamena doInu celli ¢ast’ ¢idla X,
tedangjvassieceléciso k, prektoréplati k £ x. (Napriklad & 31(j=-4.)

(E. Kovéc)
B—1-4
Cido a, vznikne tak, Ze za seba napideme prvych n po sebe iddcich prirodzenych ¢&isel, napriklad
a,, =12345678910111213. Zidtite, kolko &isel delitelnych 24 sa nachéddza medzi &islami

ai’ aZ’ L’ a10000'

(P. Cernek)
B-1-5
Je dana priamka p abod A, ktory na nel nelezi. Zostrojte lichobeznik ABCD sminimdnym
obsahom aramenom BC napriamke p tak, aby boli spinené rovnosti |BC| =|AC| a |BE| = 34DE],

kde E je priesecnik uhloprie¢ok lichobeznika.
(P. Leischner)
B-1-6
Uréte vSetky prirodzené ¢idla M delitelné 240, pre ktoré ma rovnica M =NSN (X, Y)
snezndmymi X,y prave 1001 rieSeni v obore prirodzenych ¢isel. (Symbol NSN (X, y) znasi
najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel X a y.)
(P. Cernek)



