MATEMATICKY OLYMPIYDA
NA STREDNYCH SKOLYCH

Kategorie A, B, C
51. ROCNIK, 2001/2002

Studenti strednych skol,
pozyvame vas zucastnit sa matematickej olympiady, sttaze pre Ziakov stred-
nych §kol nasej republiky.

Kategéria A je uréena ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov,

kategoria B ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 2 roky,

kategoria C ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych roc¢nikov bilingvalnych gymnazii je urcena
kategoria C. Kategoria P z programovania a matematickej informatiky je urc¢ena
pre studentov vSetkych roénikov strednych $kol a mé samostatny letédk so zada-
niami uloh domaceho kola.

Organizacia sutaze v kategoriach A, B, C:

V domacej casti I. kola na véas cakda Sest tloh, ktoré najdete v tomto
letdku. Ich rieSenia (nie nutne vSetkych) odovzdajte svojmu uéitelovi matematiky
do 26. novembra 2001 (kategéria A) a do 14. januara 2002 (kategérie B, C). Ten
ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vyborne, 2 — dobre, § — nevyhovuje.
Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky a oboznami vas
so spravnym rieSenim. Ak bud vase riesenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do $kolskej ¢asti I. kola. Tam budete
v stanovenom Case samostatne riesit dalsie tri (llohy. Opravené riesenia $kol-
ského aj domaceho kola tspesnych riesitelov $kolského kola potom vas uéitel
matematiky posle na prislusnt krajskt komisiu MO. T4 na zaklade vysledkov
pozve najlepsich téastnikov I. kola do II. kola (krajského), v ktorom budi pocas
styroch hodin samostatne riesit styri lohy. V kategériach B a C tym stataz konéi.
O poradi v druhych kolach stufaze rozhoduje stcet bodov ziskanych za jednotlivé
ulohy, pricom bodové hodnotenie kazdej ilohy je nezaporné celé ¢islo mensie ako
7. Pokial prvych n ziakov dosiahne rovnaky pocet bodov, je ich poradie oznacené
zhodne 1.—n. miestom. Podobne pre poradie na dalsich miestach. Ziadne iné
kritéria nie st pripustné.

V kategérii A budua este najlepsi riesitelia II. kola z celej republiky sutazit
v IIL. kole, celostatnom, kde budt dva dni (po Styroch hodinach) riesit dve
trojice tloh. Najviac polovica ticastnikov tohto kola bude vyhlasena za tspesnych
rieSitelov a najviac Stvrtina za vifazov 51. roénika MO v kategorii A. Z vitazov
ITI. kola sa vybera druzstvo Slovenskej republiky na medzinarodnti matematicka
olympiadu a aktikolvek $tatnu reprezentaciu.



Predbezne boli stanovené tieto terminy 51. ro¢nika MO:

I. kolo IT. kolo I1I. kolo
(8kolska cast) (krajské) (celostatne)
Kategoria A 4. 12. 2001 15. 1. 2002 7.-10. 4. 2002
Kategorie B, C 22. 1. 2002 26. 3. 2002 —

Matematicka olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva v spolupraci s Jed-
notou slovenskych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickey
olympiady. Sutaz riadi Slovenska komisia MO a v krajoch ju riadia krajske
komausie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych skolach ju zaistuja ucitelia
matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Celostatne kolo
MO, tla¢ materialov MO a ich distribiciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA — zariadenie pre volny ¢as deti, mladeze i dospelych MS SR v tesnej
sucinnosti so Slovenskou komisiou MO.

Riesenia stifaznych tloh vypracujte €itatelne na listy formatu A4. Kazdu tilohu
zacnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

1.C, Gymnazium L. Eulera

Divoké nam. 5, 94001 Nové Zamky

kraj Nitra

2001/2002

C-I-3

Posledny 1idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania iloh nemusite
opisovat. Ak sa vam riesenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo
hore svoje meno a oznacenie tilohy a ocislujte strany. RieSenie piste ako vyklad,
v ktorom st uvedené vietky podstatné tivahy tak, aby bolo mozné sledoval vas
myslienkovy postup.



KATEGORIA A

A-1-1

Ak je § obsah trojuholnika so stranami a,b,¢ a T je obsah trojuholnika so
stranami a + b, b + ¢, ¢ + a, potom plati T = 45. Dokazte a zistite, kedy nastane
rovnost. (P. Katiovsky)

A-1-2
V obore celych ¢isel x,y rieste rovnicu
(:1;5)2 + <y4>5 = 2zy% + 51,
kde ns oznacuje nasobok piatich najblizsi k éislu n, napriklad (—9)s = —10.

v

(P. Cernek)

A-1-3

V danom trojuholniku ABC pretina os uhla AC' B stranu AB v bode K a opisanu

kruZnicu v bode L (L # C). Oznaéme V stred kruznice vpisanej trojuholniku

ABC, S stred kruznice opisanej trojuholniku K BV a Z priesec¢nik priamok AB a

SL. Dokazte, ze priamka SK je dotyénicou kruznice opisanej trojuholniku K LZ.
(J. Foldes)

A-T-4
Nech n 2 2 je dané prirodzené éislo. Pre ktoré hodnoty redlneho parametra p
ma sustava rovnic

4 —
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aspon dve rieSenia v obore redlnych c¢isel? (J. gvréek)
A-1-5

Najdite v,éetky mnohodleny P(x) s redlnymi koeficientmi, ktoré pre kazdé reélne
¢islo x splhaji rovnost
(r+1)P(x — 1)+ (x —1)P(x 4+ 1) =2zP(x).
(E. Kovac)

A-1-6

Najdite vsetky stvorsteny, ktoré maja siet tvaru deltoidu a prave styri hrany
danej dlzky a. (Deltoidom rozumieme konvexny Stvoruholnik, ktory je stumerny
podla jedinej zo svojich uhloprie¢ok; nepatri k nim ani $tvorec, ani kosostvorec.)

(P. Leischner)






KATEGORIA B

B-I-1
Do tabulky 4 x 4 st vpisané kladné realne ¢isla tak, Ze stdin v kazdej patici

tvaru H je rovny 1. Zistite maximélny poéet roznych ésel zapisanych v tabulke.

(P. Cernek)

B-1-2

Uréte, kolko ¢isel moZeme vybrat z mnoziny {1,2,3,...,75599,75600} tak, aby
medzi nimi bolo ¢islo 75600 a aby pre lubovolné dve vybraté ¢éisla a, b platilo, Ze
a je delitelom b alebo b je delitelom a. (Uvedte vSetky moznosti.)  (J. Foldes)

B-1I-3

Nech k je polkruznica zostrojena nad priemerom AB, ktora lezi vo vnttri stvorca
ABCD. Uvazujme jej dotyénicu t; z bodu C (réznu od BC') a oznaéme P jej
priese¢nik so stranou AD. Nech t5 je spoloéna vonkajsia dotyénica polkruznice
k a kruznice vpisanej trojuholniku CDP (rozna od AD). Dokazte, ze priamky
t1 a ty st navzajom kolmé. (J. Svréek)

B-I-4

Pokial méme n = 2 prirodzenych éisel, mozeme s nimi spravif nasledujicu opera-
ciu: vyberieme niekolko z nich, ale nie vsetky a kazdé z vybratych ¢isel nahradime
ich aritmetickym priemerom. Zistite, ¢ je mozné pre lubovolnt zaciatoénii n-ticu
dostat po konecnom pocéte krokov vsetky ¢isla rovnaké, ak n sa rovna

a) 2000,

b) 35
c) 3,
d) 17

(J. Foldes)
B-1-5
Zistite, pre ktoré redlne ¢isla p ma ststava
iy —2x =p
2 _ 2
y'r—2y=2p—p
prave tri riesenia v obore realnych ¢isel. (P. C’ernek)

B-1-6

Je dany rovnostranny trojuholnik M P(@). N&jdite mnozinu vrcholov C' vsetkych
trojuholnikov ABC' takych, Ze body P,Q su paty vysok z vrcholov A, B a bod
M je stred strany AB. (J. Simsa)






KATEGORIA C

C-I-1

Dokazte, 7Ze existuje jedina ¢islica ¢, pre ktort mozno néajst jediné prirodzené
¢islo n koncéiace ¢islicou ¢ a majuce vlastnost, Ze ¢islo 2n + 1 je druhou moceninou
prvocdisla. (M. Koblizkovd)

C-1-2

V stvoruholniku ABC D sa uhlopriecky pretinaja v bode P, uhlopriecka AC je
rozdelend bodmi P, N a M na styri zhodné tseky (|AP| = |PN| = |[NM| =
= |MC|) a uhlopriecka BD je rozdelena bodmi L, K a P na styri zhodné tseky
(|BL| = |LK| = |KP|=|PD|). Uréte pomer obsahov stvoruholnikov KLMN a
ABCD. (J. Zhouf)

C-1-3

Uréte vetky dvojice (x,y) celych ¢isel, ktoré s rieSenim nerovnice

6 5
° <\/g.

NN
(J. Zhouf)

C-I4

Jozko sa vracal z vyletu. Najprv cestoval vlakom a potom pokracoval zo zastavky
na bicykli. Cela cesta mu trvala presne 1 hodinu 30 minut a presiel pri nej
vzdialenost 60 km. Vlak isiel priemernou rychlostou 50 km /h. Uréte, ako dlho
isiel Jozko na bicykli, ked jeho rychlost v km /h je vyjadrend prirodzenym ¢islom
rovnako ako vzdialenost merand v km, ktora presiel na bicykli. (E. Kovac)

C-I-5
Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC' so zakladhou BC' dane;] diéky a, ak je

dany stred P strany AB a bod Q (Q # P), ktory je pitou vysky z vrcholu B.
(J. Svréek)

C-1-6
Isty panovnik pozval na oslavu svojich narodenin 28 rytierov. Kazdy z rytierov
mal medzi ostatnymi prave troch nepriatelov.
a) Ukdzte, ze panovnik moze rytierov rozsadit k dvom stolom tak, aby kazdy
rytier sedel pri rovnakom stole najviac s jednym nepriatelom.
b) Ukazte, ze v pripade lubovolného takéhoto rozsadenia sedi pri kazdom stole
najviac 16 rytierov.
(Nepriatelstvo je vzajomny vzfah: Ak A je nepriatelom B, tak aj B je nepri-
atelom A.) (J. Simsa)
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