
MATEMATICK� OLYMPI�DA

NA STREDN�CH �KOL�CH

Kateg¢rie A, B, C

51. RO�N�K, 2001/2002

�tudenti stredn�ch ¨k�l,
poz�vame v s z£�astni� sa matematickej olympi dy, s£�a�e pre �iakov stred-

n�ch ¨k�l na¨ej republiky.

Kateg¢ria A je ur�en  �iakom maturitn�ch a predmaturitn�ch ro�n¡kov,
kateg¢ria B �iakom, ktor�m zost vaj£ do maturity viac ako 2 roky,
kateg¢ria C �iakom, ktor�m zost vaj£ do maturity viac ako 3 roky.
Pre �iakov prv�ch, pr¡pravn�ch ro�n¡kov bilingv lnych gymn zi¡ je ur�en 

kateg¢ria C. Kateg¢ria P z programovania a matematickej informatiky je ur�en 
pre ¨tudentov v¨etk�ch ro�n¡kov stredn�ch ¨k�l a m  samostatn� let k so zada-
niami £loh dom ceho kola.

Organiz cia s£�a�e v kateg¢ri ch A, B, C:
V dom cej �asti I. kola na v s �ak  ¨es� £loh, ktor� n jdete v tomto

let ku. Ich rie¨enia (nie nutne v¨etk�ch) odovzdajte svojmu u�ite�ovi matematiky
do 26. novembra 2001 (kateg¢ria A) a do 14. janu ra 2002 (kateg¢rie B, C). Ten
ich oprav¡, ohodnot¡ pod�a stupnice 1 { v�borne, 2 { dobre, 3 { nevyhovuje.
Potom ich s vami rozoberie, vysvetl¡ v m pr¡padn� nedostatky a obozn mi v s
so spr vnym rie¨en¡m. Ak bud£ va¨e rie¨enia aspo¤ ¨tyroch £loh ohodnoten�
ako v�born� alebo dobr�, budete pozvan¡ do ¨kolskej �asti I. kola. Tam budete
v stanovenom �ase samostatne rie¨i� �al¨ie tri £lohy. Opraven� rie¨enia ¨kol-
sk�ho aj dom ceho kola £spe¨n�ch rie¨ite�ov ¨kolsk�ho kola potom v ¨ u�ite�
matematiky po¨le na pr¡slu¨n£ krajsk£ komisiu MO. T  na z klade v�sledkov
pozve najlep¨¡ch £�astn¡kov I. kola do II. kola (krajsk�ho), v ktorom bud£ po�as
¨tyroch hod¡n samostatne rie¨i� ¨tyri £lohy. V kateg¢ri ch B a C t�m s£�a� kon�¡.
O porad¡ v druh�ch kol ch s£�a�e rozhoduje s£�et bodov z¡skan�ch za jednotliv�
£lohy, pri�om bodov� hodnotenie ka�dej £lohy je nez porn� cel� �¡slo men¨ie ako
7. Pokia� prv�ch n �iakov dosiahne rovnak� po�et bodov, je ich poradie ozna�en�
zhodne 1.{n. miestom. Podobne pre poradie na �al¨¡ch miestach. �iadne in�
krit�ri  nie s£ pr¡pustn�.
V kateg¢rii A bud£ e¨te najlep¨¡ rie¨itelia II. kola z celej republiky s£�a�i�

v III. kole, celo¨t tnom, kde bud£ dva dni (po ¨tyroch hodin ch) rie¨i� dve
trojice £loh. Najviac polovica £�astn¡kov tohto kola bude vyhl sen  za £spe¨n�ch
rie¨ite�ov a najviac ¨tvrtina za v¡�azov 51. ro�n¡ka MO v kateg¢rii A. Z v¡�azov
III. kola sa vyber  dru�stvo Slovenskej republiky na medzin rodn£ matematick£
olympi du a ak£ko�vek ¨t tnu reprezent ciu.



Predbe�ne boli stanoven� tieto term¡ny 51. ro�n¡ka MO:

I. kolo II. kolo III. kolo
(¨kolsk  �as�) (krajsk�) (celo¨t tne)

Kateg¢ria A 4. 12. 2001 15. 1. 2002 7.{10. 4. 2002
Kateg¢rie B, C 22. 1. 2002 26. 3. 2002 |

Matematick£ olympi du vyhlasuje Ministerstvo ¨kolstva v spolupr ci s Jed-

notou slovensk�ch matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej

olympi dy. S£�a� riadi Slovensk  komisia MO a v krajoch ju riadia krajsk�

komisie MO pri pobo�k ch JSMF. Na jednotliv�ch ¨kol ch ju zais�uj£ u�itelia
matematiky. Vy sa obracajte na svojho u�ite�a matematiky. Celo¨t tne kolo
MO, tla� materi lov MO a ich distrib£ciu po organiza�nej str nke zabezpe�uje
IUVENTA | zariadenie pre vo�n� �as det¡, ml de�e i dospel�ch M� SR v tesnej
s£�innosti so Slovenskou komisiou MO.

Rie¨enia s£�a�n�ch £loh vypracujte �itate�ne na listy form tu A4. Ka�d£ £lohu
za�nite na novom liste a uve�te v�avo hore z hlavie pod�a vzoru:

Emil Kruh
1.C, Gymn zium L. Eulera
Divok� n m. 5, 940 01 Nov� Z mky
kraj Nitra
2001/2002
C{I{3

Posledn� £daj je ozna�enie £lohy pod�a tohto let ka. Zadania £loh nemus¡te
opisova�. Ak sa v m rie¨enie nezmest¡ na jeden list, uve�te na �al¨¡ch listoch v�avo
hore svoje meno a ozna�enie £lohy a o�¡slujte strany. Rie¨enie p¡¨te ako v�klad,
v ktorom s£ uveden� v¨etky podstatn� £vahy tak, aby bolo mo�n� sledova� v ¨
my¨lienkov� postup.
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KATEG�RIA A

A{I{1

Ak je S obsah trojuholn¡ka so stranami a; b; c a T je obsah trojuholn¡ka so
stranami a+ b; b + c; c+ a, potom plat¡ T = 4S. Dok �te a zistite, kedy nastane
rovnos�. (P. Ka¤ovsk� )

A{I{2

V obore cel�ch �¡sel x; y rie¨te rovnicu

(x5)
2
+

�
y
4
�
5
= 2xy2 + 51 ;

kde n5 ozna�uje n sobok piatich najbli�¨¡ k �¡slu n, napr¡klad (�9)5 = �10.
(P. �ernek)

A{I{3

V danom trojuholn¡kuABC pret¡na os uhla ACB stranu AB v bode K a op¡san£
kru�nicu v bode L (L 6= C). Ozna�me V stred kru�nice vp¡sanej trojuholn¡ku
ABC, S stred kru�nice op¡sanej trojuholn¡kuKBV a Z priese�n¡k priamok AB a
SL. Dok �te, �e priamka SK je doty�nicou kru�nice op¡sanej trojuholn¡kuKLZ.

(J. F�ldes)

A{I{4

Nech n = 2 je dan� prirodzen� �¡slo. Pre ktor� hodnoty re lneho parametra p
m  s£stava rovn¡c
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aspo¤ dve rie¨enia v obore re lnych �¡sel? (J. �vr�ek )

A{I{5

N jdite v¨etky mnoho�leny P (x) s re lnymi koe�cientmi, ktor� pre ka�d� re lne

�¡slo x sp�¤aj£ rovnos�

(x + 1)P (x � 1) + (x � 1)P (x + 1) = 2xP (x) :

(E. Kov �)

A{I{6

N jdite v¨etky ¨tvorsteny, ktor� maj£ sie� tvaru deltoidu a pr ve ¨tyri hrany
danej d��ky a. (Deltoidom rozumieme konvexn� ¨tvoruholn¡k, ktor� je s£mern�
pod�a jedinej zo svojich uhloprie�ok; nepatr¡ k nim ani ¨tvorec, ani koso¨tvorec.)

(P. Leischner )
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KATEG�RIA B

B{I{1

Do tabu�ky 4 � 4 s£ vp¡san� kladn� re lne �¡sla tak, �e s£�in v ka�dej p�tici
tvaru je rovn� 1. Zistite maxim lny po�et r�znych �¡sel zap¡san�ch v tabu�ke.

(P. �ernek)

B{I{2

Ur�te, ko�ko �¡sel m��eme vybra� z mno�iny f1; 2; 3; : : : ; 75 599; 75 600g tak, aby
medzi nimi bolo �¡slo 75 600 a aby pre �ubovo�n� dve vybrat� �¡sla a; b platilo, �e
a je delite�om b alebo b je delite�om a. (Uve�te v¨etky mo�nosti.) (J. F�ldes)

B{I{3

Nech k je polkru�nica zostrojen  nad priemerom AB, ktor  le�¡ vo vn£tri ¨tvorca
ABCD. Uva�ujme jej doty�nicu t1 z bodu C (r�znu od BC) a ozna�me P jej
priese�n¡k so stranou AD. Nech t2 je spolo�n  vonkaj¨ia doty�nica polkru�nice
k a kru�nice vp¡sanej trojuholn¡ku CDP (r�zna od AD). Dok �te, �e priamky
t1 a t2 s£ navz jom kolm�. (J. �vr�ek )

B{I{4

Pokia� m me n = 2 prirodzen�ch �¡sel, m��eme s nimi spravi� nasleduj£cu oper -
ciu: vyberieme nieko�ko z nich, ale nie v¨etky a ka�d� z vybrat�ch �¡sel nahrad¡me
ich aritmetick�m priemerom. Zistite, �i je mo�n� pre �ubovo�n£ za�iato�n£ n-ticu
dosta� po kone�nom po�te krokov v¨etky �¡sla rovnak�, ak n sa rovn 
a) 2 000,
b) 35,
c) 3,
d) 17. (J. F�ldes)

B{I{5

Zistite, pre ktor� re lne �¡sla p m  s£stava

x
2
y � 2x = p

y
2
x � 2y = 2p� p

2

pr ve tri rie¨enia v obore re lnych �¡sel. (P. �ernek)

B{I{6

Je dan� rovnostrann� trojuholn¡k MPQ. N jdite mno�inu vrcholov C v¨etk�ch
trojuholn¡kov ABC tak�ch, �e body P;Q s£ p�ty v�¨ok z vrcholov A;B a bod
M je stred strany AB. (J. �im¨a)
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KATEG�RIA C

C{I{1

Dok �te, �e existuje jedin  �¡slica c, pre ktor£ mo�no n js� jedin� prirodzen�
�¡slo n kon�iace �¡slicou c a maj£ce vlastnos�, �e �¡slo 2n+1 je druhou mocninou
prvo�¡sla. (M. Kobl¡�kov )

C{I{2

V ¨tvoruholn¡ku ABCD sa uhloprie�ky pret¡naj£ v bode P , uhloprie�ka AC je
rozdelen  bodmi P;N a M na ¨tyri zhodn� £seky (jAP j = jPN j = jNM j =
= jMCj) a uhloprie�ka BD je rozdelen  bodmi L;K a P na ¨tyri zhodn� £seky
(jBLj = jLKj = jKP j = jPDj). Ur�te pomer obsahov ¨tvoruholn¡kov KLMN a
ABCD. (J. Zhouf )

C{I{3

Ur�te v¨etky dvojice (x; y) cel�ch �¡sel, ktor� s£ rie¨en¡m nerovnice

x
p
x
+

6

y
p
x
<

5
p
y

y
:

(J. Zhouf )

C{I{4

Jo�ko sa vracal z v�letu. Najprv cestoval vlakom a potom pokra�oval zo zast vky
na bicykli. Cel  cesta mu trvala presne 1 hodinu 30 min£t a pre¨iel pri nej
vzdialenos� 60 km. Vlak i¨iel priemernou r�chlos�ou 50 km/h. Ur�te, ako dlho
i¨iel Jo�ko na bicykli, ke� jeho r�chlos� v km/h je vyjadren  prirodzen�m �¡slom
rovnako ako vzdialenos� meran  v km, ktor£ pre¨iel na bicykli. (E. Kov �)

C{I{5

Zostrojte rovnoramenn� trojuholn¡k ABC so z klad¤ou BC danej d��ky a, ak je
dan� stred P strany AB a bod Q (Q 6= P ), ktor� je p�tou v�¨ky z vrcholu B.

(J. �vr�ek )

C{I{6

Ist� panovn¡k pozval na oslavu svojich naroden¡n 28 rytierov. Ka�d� z rytierov
mal medzi ostatn�mi pr ve troch nepriate�ov.
a) Uk �te, �e panovn¡k m��e rytierov rozsadi� k dvom stolom tak, aby ka�d�

rytier sedel pri rovnakom stole najviac s jedn�m nepriate�om.
b) Uk �te, �e v pr¡pade �ubovo�n�ho tak�hoto rozsadenia sed¡ pri ka�dom stole

najviac 16 rytierov.
(Nepriate�stvo je vz jomn� vz�ah: Ak A je nepriate�om B, tak aj B je nepri-

ate�om A.) (J. �im¨a)
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