MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNICH SKOLACH

kategorie A, B, Ca P
48. ROCNIK, 1998/1999

Studenti stfednich skol,
zveme vas k Gcasti v matematické olympiddé, v soutézi pro zaky stied-
nich 8kol nasi republiky.

Kategorie A je ur¢ena zaktim maturitnich a pfedmaturitnich roéniki,

kategorie B zakim, kterym do maturity zbyva vice nez 2 roky,

kategorie C zakim, kterym do maturity zbyva vice nez 3 roky,

kategorie P je zaméfena na programovani a je urcena zadktim vsSech
ro¢nikid. Podrobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka:

Predpokladany $kolni rok

ukondéeni studia maturitou | kategorie MO
1998/1999 A
1999/2000 A
2000/2001 B
2001/2002 C
2002/2003 79
2003/2004 Z8
2004/2005 77
2005/2006 76
2006,/2007 Z5

ZAci prvnich (druhych) roéniki osmiletych gymndzii soutézi v kategorii
76 (Z7), Glohy I. kola najdou v letdku Matematickd olympidda pro zaky
zékladnich skol a nizgich roénikd gymnézii.

Organizace soutéze v kategoriich A, B, C:

V 1. kole na vas ¢eké Sest domécich dloh, které najdete v tomto leté-
ku. Jejich feSeni (ne nutné viech) odevzdejte svému uéiteli matematiky do
8. prosince 1998 (kategorie A) a do 26. ledna 1999 (kategorie B, C). Ten
je opravi, ohodnoti podle stupnice 1 - vgborné, 2 — dobte, 3 — nevyhovuje.
Pak je s vami rozebere, vysvétli vam piipadné nedostatky a sezndmi vas
se spravnym TeSenim. Jestlize budou vaSe feSeni alespon ¢tyt tloh ohod-
nocena jako vyborné nebo dobra, budete pozvani do Skolni ¢asti I. kola.

¥ v

Tam budete ve stanoveném cCase samostatné reSit dalsi tii Glohy.



Nejlepsi t¢astnici I. kola budou pozvéani do II. kola. Tam budou béhem
¢tyt hodin samostatné resit ¢tytri tlohy. V kategoriich B a C tim soutéz
konéi. O poradi v druhych kolech soutéZe rozhoduje soucet bodu ziska-
nych za jednotlivé Glohy, pficemz bodové hodnoceni kazdé Glohy musi byt
nezéporné celé ¢islo. Pokud prvnich n zakt dosdhne stejného pocétu bodd,
je jejich pofadi oznaceno shodné 1.—n. mistem. Podobné pro pofadi na
dal$ich mistech. Z4dn4 jin4 kritéria nejsou p¥ipustné.

V kategorii A budou jes$té nejlepsi resitelé II. kola z celé republiky
soutézit ve III. kole, celostatnim. Z vitéza III. kola se vybird druzstvo
Ceské republiky na mezin4rodni matematickou olympiddu.

Organizace soutéze v kategorii P:

V 1. kole fesite jen Ctyfi Gilohy uvedené v tomto letdku. Sva FeSeni
odevzdate svému uditeli matematiky do 4. prosince 1998.

V kategorii P se nekon§ §kolni ¢ast I. kola, takze Gspésni feSitelé zde
uvedenych tloh jsou pozvani do II. kola. Stejné jako v kategorii A se
i v kategorii P kond celostatni kolo a mezinarodni olympidda.
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Predbézné byly stanoveny tyto terminy 48. ro¢niku MO:

I. kolo II. kolo III. kolo
(8kolni ¢ast) (oblastni) (celostétni)
Kategorie A 8. 12. 1998 19. 1. 1999 11.-14.4. 1999
Kategorie B, C 26. 1. 1999 30. 3. 1999 —
Kategorie P — 12. 1. 1999 14.-17.4. 1999

MO poiadaji ministerstvo skolstvi, middeze a téloviichovy CR, Jednota
ceskijch matematiki a fyziki a Matematickyj dstav Akademie véd Ceské re-
publiky. Soutéz organizuje ustredni vijbor MO a v oblastech ji ¥idi oblastni
vijbory MO pii pobockich JCMF. Na, jednotlivych 8kolach ji zajistuji udi-
telé matematiky. Vy se obracejte na svého uditele matematiky.

Reseni sout&Znich dloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahote zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

2. D, gymnézium

Kulaté nam. 9, 62979 Luzany
1998/99

B-I4

Posledni (daj je oznafeni Glohy podle tohoto letaku. Znéni tloh ne-
musite opisovat. Nevejde-li se vam feSeni na jeden list, uvedte na dalsich
listech vlevo nahofe své jméno a oznaceni tlohy a o&islujte stranky. ReSeni
piste jako vyklad, v kterém jsou uvedeny viechny podstatné uvahy tak,
aby bylo moZno sledovat vas myslenkovy postup.



KATEGORIE A

A-T1-1
Najdéte nejmensi piirozené Cislo, které 1ze dostat doplnénim zavorek
do vyrazu

15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2.
(P. Cernek)
A-1-2

Najdéte vSechna kladné ¢isla k, pro néz plati: Ze vSech trojihelniki
ABC, v nichZ |AB| = 5cm a |AC| : |BC| = k, ma nejvétsi obsah troj-

Ghelnik rovnoramenny. (P. Cernek)
A-1-3

Pro ktera cela ¢isla a je maximum i minimum funkce

1227 — 12az
PCRRET;

celé ¢islo? (P. Cernek)
A-T14

Oznalme 7(k) pocet viech kladnych déliteld pFirozeného &isla k a necht
&islo n je FeSenim rovnice 7(1,6n) = 1,67(n). Urdete hodnotu podilu
7(0,16n) : 7(n). (P. Cernek)
A-1-5

Dokazte, ze existuje trojihelnik ABC, v némz p#i obvyklém znadeni
plati ob& pythagorejské rovnosti t2 +t2 = t2 a v2+v? = v2. Déle ukazte, Ze
pro vnitini Ghly takového trojihelniku plati |« — 8| = 90° a cosy = %x/g

(J. Simsa)

A-1-6

Z papiru byl slepen model ¢tyf'sténu, jehoz kazdé dvé protilehlé hrany
jsou shodné. Rozhodnéte, zda miZeme model roziiznout podél t¥i tsecek
tak, aby ho pak bylo mozno rozvinout do roviny a vznikl pfitom obdélnik.
Existuji pro pravidelny étyistén dva uvazované zplsoby rozfezani, pii
nichZ vzniknou neshodné obdélniky? (M. Hejny, P. Leischner)






KATEGORIE B

B-1-1
Na louce jsou déti i dospéli. Pocet procent chlapci ze vSech déti se
rovnd poctu procent divek ze vSech piitomnych osob a také poctu vsech
dospélych. Kolik chlapci, divek a dospélych je na louce?
(L. Fabso, P. Cernek)

B-1-2
UvaZujme shodné polokruznice, které lezi v daném pravém uhlu a je-
jichz koncové body lezi kazdy na jiném jeho rameni. Uréete mnozinu,

kterou vyplni body v8ech téchto polokruZnic. (J. Zhouf)
B-1-3

Najdéte vSechna trojmistnd ¢isla v desitkové soustaveé, kterd se rovnaji
tfetiné &isla s tymZ zapisem v jiné ¢iselné soustave. (P. Cernek)
B-14

Je dan rovnostranny trojihelnik ABC. Na strané BC' najdéte bod P
tak, aby kruZnice vepsané trojthelniku ABP a kruZnice pfipsand strané
PC trojthelniku APC byly shodné. (J. Svréek)

B-I-5

Z koule o polomé&ru R je oddglena kulova Gise¢ o vysce v (v < R).
Této tsedi je vepsana koule K o poloméru %v. Dale je do tisete vepsano
osm shodnjich mengich kouli, z nichz kazd4 se dotyka koule K. Zadné dvé
z nich nemaji spole¢ny vnitini bod a kazda z nich se dotyka pravé dvou

ostatnich. Uréete pomér v : R. (J. Zhouf)
B-1-6

Najdéte vSechny mozné hodnoty souctu z + y, kde redlnd &isla z, y
spliiuji rovnost x® + y* = 3zy. (J. Simsa)






KATEGORIE C

C-1-1
Je déno &tyfmistné &islo (v desitkové soustavé). Zménou porfadi jeho
Cislic 1ze sestavit pravé osm dalsich ¢tyfmistnych ¢isel. Soudet nejmensich
t¥i ze vSech téchto deviti ¢isel je 12528. Urcete Cislice daného ¢isla.
(P. Cernek)

C-1-2

V obdélniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oblouk AC kruZnice, je-
jiz stied lezi na strané AB, proting stranu CD v bodé M. Dokaite, Ze
piimky AM a BD jsou navzajem kolmé. (L. Bocek, J. Svrcéek)

CI13
Zjistéte, zda je ¢islo 191998 4 981999 dglitelné deviti. (P. Leischner)

C-14

Adam a Bohous§ se ztGc¢astnili turnaje hraného systémem kazdy s kaz-
dym jednou, v némz kazdy hra¢ mél odehrat denné pravé jeden zapas.
Adam a Bohous v8ak onemocnéli a jako jedini nedokonéili turnaj. Bohous
odstoupil o pét dni dfive nez Adam. Celkem se odehrélo 350 zapasi. Kolik

zépast odehrdl Adam? Hrél s Bohougem? (P. Cernek)
C-1-5

Je dan trojihelnik ABC, v ném7 |{BAC| = 150°, |AB| = 4cm
a |AC| = 6cm. Sestrojte trojihelnik dvojndsobného obsahu, jehoz dvé
strany jsou shodné s nékterymi dvéma stranami trojihelniku ABC. Na-
jdéte vSechna fedent. (P. Cernek)
C-1-6

Pro libovolnou dvojici redlnych ¢isel a, b spliujici vztah a+b = 1 plati

Va2 +a+1+ V2 +b+1>2.

Jsou-li navic ¢isla a, b nezdpornd, plati také

Va2 +a+1+ Vb2 +b+1<3.

Obé tvrzeni dokazte. (P. Leischner, J. Svrcek)






KATEGORIE P

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat popis pouZitého algoritmu,
zdivodnéni jeho spravnosti a diskusi o efektivité zvoleného feSeni (tzn. po-
souzeni Casovych a pamétovych narokd programu). V praktickych tlohach
P-1-1 az P-1-3 je tfeba k feSeni pfipojit odladény program zapsany v ja-
zyce Pascal nebo C. Program se odevzdava v pisemné formé (jeho vypis
je tedy soudésti feSeni) i na disketé, aby bylo moZno otestovat jeho funkée-
nost. Slovni popis feSeni musi oviem byt jasny a srozumitelny i bez toho,
ze by bylo nutno nahlédnout do zdrojového textu programu. V Gloze P-I-4
misto vysledného programu napiSete schéma algoritmu.

P-I-1 Kodovaci miizka

Jednou z kédovacich metod pro predavani zprav je pouziti kdédovaci
miizky. Zprava se s jejim pouzitim zapisuje do ¢tvercové tabulky o 2 x N
tadcich a sloupcich. Kédovaci mifzka, kterd ma na smluvenych mistech N2
vyfezll, se polozi na tabulku a pies vyfezy muZeme zapsat znaky zpravy
do tadku shora doli a v fadku je zapisujeme zleva doprava. Miizku je
mozno polozit na tabulku ve 4 riznych pozicich tak, ze ji otoéime vzdy
0 90° doprava. Kazda pozice v tabulce musi byt spravnou mfizkou odkryta
popsanym zpusobem presné jednou.

NapiSte program MRIZKA, ktery co nejrychleji zjisti, zda predlozenou
miizku lze pouzit jako kddovaci.

Vstupni soubor MRIZKA . IN obsahuje 2% N + 1 fadkt. Na prvnim fadku
je celé kladné &islo N (N < 20). Kazdy z nasledujicich 2« N ¥4dkt obsahuje
pfesnd 2 « N znakli 0 (neni vy¥ez) nebo 1 (je vy¥ez) oddélenych jednou
mezerou. Vystupni soubor MRIZKA.OUT bude obsahovat jediny radek, na
kterém bude napsano ANO, predstavuje-li vstupni soubor kédovaci m¥izku,
v opa¢ném piipadé na ném bude napsano NE.

Priklad:

MRIZKA.IN MRIZKA.QUT
2 ANO
0010

0100

0000

1010

(V. Sedlacek)

P-I-2 Tajemny kryptogram
Popisovany §ifrovaci systém vychézi z redlného systému pouzivaného
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za 1. svétové valky. Po dobyti nepiatelského stdbu v ném byla nalezena
tabulka €. 1, kterd méla 7 sloupct a 7 fadka. V jednotlivych polickich
tabulky bylo zapsano 49 pismen a &islic. Jeji fadky a sloupce byly pojme-
novany pismeny.

A[DJF |GV MI[X
AlZ |3 ]E|IN|V]O |A
D|Y[E[E[C D[S [T
F|D[H[8 |2 [|O|R]O
G|J[P[Q X |7 [|T ]G
VWI[RI[KI[F [A]U |1
M|I [S|UuU[MI|4 [Z]|T
X|e|Ccl|l9o|5|B|U]|L

Tabulka 1

U tabulky byl prouzek papiru s néjakou zaSifrovanou zpravou.
DFAA VMVM AVXF DXDA VGGV FDXG

Dale byla nalezena tabulka ¢. 2, o které vite, Ze v zahlavi mohou byt jed-
notlivé sloupce oznaceny navzijem riznymi pismeny z abecedy. Bohuzel,
spodni ¢ast tabulky byla necitelnd, protoze byla rozmécena vodou.

VI|Y |H |R |E |J
VI|F |V |D|D|A

Tabulka 2

Pokuste se nalezenou zpravu deifrovat.

SoutéZni tloha:
1. Uréete systém zaSifrovani a deSifrovani.
2. Urdete text puvodni (nezaSifrované) zpravy.
3. Zpusobuje zasifrovani narast délky zpravy? Jestlize ano, jaky je faktor
nartstu?
4. Sestavte program, ktery mé v sobé zakdédovanu tabulku ¢&. 1. Jeho
vstupni data jsou:
e otevieny (nezaSifrovany) puvodni text ukondeny znakem #,
e zahlavi tabulky ¢. 2 ukonéené rovnéZ znakem # (v naSem piipadé
je to fetézec "VYHREJ#",
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e vystupem je zaSifrovand zpriva (v naSem piipadé je to Fetézec
"DFAA VMVM AVXF DXDA VGGV FDXG") (V:ﬂﬂﬁydg)

P-I-3 Hra se ziapalkami

Dva hrécdi hraji nasledujici hru. Na zac¢atku hry jsou dany tfi hromadky
zapalek, pficemz na kazdé hromédce je polozen pfedem pevné uréeny po-
et zdpalek (hromadka miize byt i prdzdnd). Poté se oba hradi st¥idaji ve
svych tazich, pri¢emz zac¢ind prvni hra¢. V jednom tahu si hra¢ vybere
libovolnou hromédku, na které je alespon jedna zapalka, a odebere z ni
nenulovy pocet zapalek. Hra probih4 tak dlouho, dokud je v alespon jedné
hromédce nenulovy pocet zapalek. Hra¢, ktery nemé tah, prohrava partii.

Napiste program, ktery pro dané poéty zapalek zjisti, zda existuje vi-
tézna strategie pro prvniho hrace, a v kladném piipadé nalezne pro prv-
niho hrace jeho nejlepsi poc¢atedni tah.

Vstupem programu bude textovy soubor INPUT.TXT. Tento soubor
bude obsahovat celkem N rlznych poldteénich pozic (1 £ N £ 20).
Cislo N bude uvedeno v prvnim ¥adku. V dalsich N fadcich bude uve-
dena vzdy trojice ¢isel a, b, ¢, kterd bude vzdy oznacovat polty zapalek
na jednotlivych hromadkach. Muzete predpokliddat, Ze ¢isla a, b, ¢ budou
vzdy celd a plati 0 £ a,b,¢ £ 255. Vystupem programu bude textovy
soubor OUTPUT. TXT, ktery bude obsahovat celkem N radka. Kazdy radek
bude odpovidat pfislusné trojici ¢isel a, b, ¢ uvedené v souboru INPUT . TXT.
Tento fadek bud bude obsahovat fetézec ’NE’, jestlize v dané pozici ne-
existuje vitézna strategie pro prvniho hrice, nebo bude obsahovat trojici
Cisel z, y, z, kterd vznikne po provedeni nejlepsiho pocééteéniho tahu prv-
niho hrace v pfipadsé, Ze pro néj bude existovat vitézna strategie.

Priklad:

INPUT.TXT OUTPUT.TXT
2 101
161 NE

110

Pozndmka: Existuje algoritmus, ktery vytesi ilohu v konstantnim case.
(P. Kanovsky)

P-I-4 Normalni algoritmy Markova

Kone¢nou mnozinu symbolt T' = {ag, ay, ..., a,} nazveme abecedou.
Prvky mnoziny T budeme nazyvat znaky abecedy. Slovem P v abecedé T
nazveme kazdou kone¢nou posloupnost znaki abecedy T'. Prazdné slove
budeme oznacovat symbolem A. Algoritmem v abecedé T budeme rozumét
funkci, jejiz defini¢nim oborem je podmnozina slov v abecedé T' a oborem
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hodnot je op&t podmnoZina slov v T. Necht P je slovo v abeced& T'. Rekne-
me, ze algoritmus & je ptipustny pro slovo P, pravé kdyz P je prvkem jeho
defini¢niho oboru. Vétsinu algoritmi je moZno rozdélit na néjaké jedno-
dussi kroky. Jeden ze zptisob navrhl v roce 1954 A. A. Markov. Zakladni
operaci je substituce jednoho slova za jiné. Vyrazy P — @Q a P — -Q,
kde P a @ jsou slova v abecedé T', nazyvame formulemi substituce v abe-
cedé T'. Pfitom pfedpokladame, Ze Sipka (—) a tecka (-) nejsou prvky 7'
Nékteré ze slov P a @@ miaze byt i prazdné. Formuli P — @ nazyvame
obyéejnou a formuli P — -Q nazyvéme koncovou. Zipisem P — (1)@
rozumime bud formuli P — @, nebo P — -@Q. Kone¢ny seznam formuli
substituce v abecedé T

P — ()
Py — (1)Q2
P’r - ()Qr

nazyvame schéma algoritmu <.

Rekneme, e slovo W je obsazeno ve slové Q, pravé kdy? existuji takova
slova U, V (mohou byt i prdzdnd), ze Q = UWV. Algoritmus &/ pracuje
néasledujicim zptsobem. Necht je dédno slovo P v abeced& T'. Ve schématu
algoritmu & najdeme prvni formuli P,, — (-)@m (1 £ m < r) takovou, ze
P, je obsazeno v P. Provedeme substituci nejlevéjsiho vyskytu slova Pp,
na Q.. Oznacme R; slovo, které je vysledkem této substituce. Mizeme
napsat & : P+ Ry. Je-li P, — Q. koncova formule substituce, ¢innost
algoritmu & konéi, jeho hodnotou je slovo R; a piSeme & (P) = R;.
Je-li P, — Q.. obyCejnd formule substituce, aplikujeme na R; stejny
postup, ktery jsme pouzili na slovo P. Timto zptsobem pokracujeme déle.
Dostaneme posloupnost slov P, Ry, ..., R; (i 2 1). MZeme psét

& PFRy,...,FR; nebo téz zkrdcené &: PF" R;.

Jestlize v ur¢itém okamziku nastane situace, Zze ani jedno ze slov P, ..., P,
neni obsazeno v R;, potom ¢innost algoritmu rovnéz konéi a R; je hodno-
tou algoritmu /. MiZe se ovSem stat, ze popsany postup nikdy nekonéi.
V takovém ptipadé fekneme, Ze algoritmus neni p¥ipustny pro slovo P.

Priklad 1: Necht T = {b, c}. Uvazujme schéma
{ b— A
c—c
norméalniho algoritmu & pro slovo P v abecedé T'.
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Vysledek ¢innosti algoritmu & je pro P nésledujici:
e Je-li P prazdné slovo, je hodnota algoritmu rovnéz prazdné slovo
(& (A) =A).
e Obsahuje-li P aspon jeden znak b, potom hodnotou algoritmu je
slovo, které vznikne z P vynechanim nejlevéjstho vyskytu znaku b
v P (napf. @/ (cbcb) = ccb).
e Algoritmus neni pfipustny pro slova neobsahujici znaky b.

Priklad 2: Necht T = {ao,ay,...,a,}. UvaZujme schéma

a0—>A

a1—>A

a, — A

Takové schéma zapisujeme zkracené ve tvaru

{ £€—=A (E€T).

Pii tomto zkraceném ziapisu schématu predpoklddame, ze odpovidajici
prvky seznamu mohou byt zapsany v libovolném poradi. Vysledkem algo-
ritmu & je vzdy prazdné slovo. Rikdme té7, Ze o7 prepisuje libovolné slovo
(v abecedd T') na prazdné slovo. Cinnost tohoto algoritmu miizeme zapsat
napfiklad ve tvaru & : ajazag - ajaz F az F A nebo &: ajazag ¥ A,
takze M(a1a3a0) = A.

Priklad 3: Necht T = {1}. Definujme induktivne 0 =1 an+ 1 = 7nl,
tj. 1 =11, 2 =111 atd. Slova 7 nazveme &sla.
Uvazujme schéma,
A— 1.

Pro libovolné slovo P v T plati zfejmé o/ (P) = 1P, coZ miZeme zapsat
ve tvaru & (n) = n + 1 pro libovolné pfirozené ¢islo n. (UvEdomte si, Ze
kazdé slovo P za¢ind prazdnym slovem A, tj. P = AP).

Abecedu B nazveme rozsifenim abecedy 7', plati-li 7' C B. V tfadé
pfipadt je nutno pfi konstrukci schématu algoritmu v abecedé T' pouzit
mimo znakl abecedy T jesté dalsi pomocné znaky. Pak fekneme, Ze jsme
vytvofili schéma algoritmi nad abecedou T (tj. v néjaké abecedé B, kterd
je rozditenim T).

Priklad 4: Necht T = {ag,a1,...,a,} je abeceda. Pro kazdé slovo
P = ajaj...a5, vT (k 2 0,a;; € T,i = 0,1,...,n) je slovo
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v

P = a;, ...a; aj, obracenim slova P. Sestrojte normdlni algoritmus 7,
ktery pro libovolné slovo P vytvofi jeho obréceni, tj. &/ (P) = P.
Uvazujme zkricené schéma algoritmu v abecedé B = T U {«, 8}:

ao
B¢
Ba
g
avé
A

—p ()
=& (E€T) (b)
— B (c)
—-A (d)

—fav (&,veT) E

—

- @D
~—

Na zékladé formule (f) dostaneme «/: P+ aP.
Potom je aplikovédna v potfebném poc¢tu opakovani formule (e): < :
Pt ajaaj,aj, ...aj5 Faja5,0a505, . ..a;, F*aja;, ... a5, 0ah,.

S opakovanim predchozich dvou krokt postupné dostaneme

. * . . . . . * . . . .
o PF"aj,a5, ... a5, a0 aa, =" aaj aa;, ..o 00, -

F aaaj, aaj, , ... oa 0aj,.

S pomoci (a) dale dostaneme o' P+ fa;, aaj, _, -..caj aaj,, pomoci
(b) a (¢) a s poslednim pouzitim (d) dostaneme /(P) = P.
Tim jsme popsali ¢innost normalnfho algoritmu &/ nad abecedou T

obracejici slovo v abecedé T'.

Soutézni ulohy:

Necht H = {1}, M = {1, x}. Kazdé pfirozené &islo n mize byt zapsino

jako 7, coZ je slovo v abecedé H (viz p¥. 3 ve studijnim textu). NapiSte

schéma algoritmu & v M, ktery je pfipustny pouze pro slova, jez jsou
zapisem prirozeného ¢isla. Hodnotou algoritmu o7 pro libovolné 7 bude

& (7)) = 0. Zdtvodnéte spravnost navrzeného algoritmu.

. Je déna abeceda T, kterd neobsahuje znaky «, 3, v, B = TU{a, 8,7}
Sestrojte schéma algoritmu &/ v abecedé B, ktery kazdé slovo v abe-
cedé T zdvoji (tj. & (P) = PP). Zdtvodnéte jeho spravnost.

(V. Sedlacek)

1.
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