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1. Zistite, pre ktoré dvojice kladnych celych cisel m a n plati

vVm2 —4<2yn—m< \V/m?2—2.
(Jaromir Simga)
RieSenie. Ak prirodzené ¢isla m, n spliiaji zadané nerovnosti, tak zrejme
m =2 a 2v/n—m >0 (1)
(inak by vyraz na lavej strane zadanych nerovnosti nebol definovany, resp. prostredny
vyraz by nebol vicsi ako nezdporny vyraz na lavej strane). Predpokladajme, Ze pod-
mienky (1) st splnené. V takom pripade moézeme urobit na kazdej z oboch nerovnosti

v jednom stlpci nasledujtce ekvivalentné tpravy (pri kazdom zo Styroch umoctnovani
na druhi st obe strany dobre definované a nezaporné):

2vn—m < vV/m? —2 ‘2 vVm?2 —4<2yn—m |2

4n —4dmy/n+m? <m? —2 m? — 4 < 4n — 4m/n + m?
n+%<m\/ﬁ ‘2 myn <n+1 |2
n2+n+%1<m2n ’:n m2n<n?+2n+1 |:n
1 1
n+1+— <m? m2<n+2+ =
4n n

Posledné dve nerovnosti platia prave vtedy, ked sa m? nachadza v intervale
1 1
n+l4+-—n+2+- .
4dn n

Ten vzhladom na zrejmé nerovnosti 0 < 7~ < + a0 < = < 1 obsahuje jediné prirodzené
&islo n + 2. Prirodzené ¢isla m, n teda spliiaju vysledné nerovnosti prave vtedy, ked
2 _
m*=mn-+2.
Este treba zistit, kedy pre n = m? — 2 platia podmienky (1). Pre m = 2 mozeme

urobit nasledujice ekvivalentné tpravy:
2\/77127— —m >0,
2v/m?2 — 2 >m,
4(m? —2) > m?,
3m? > 8.

| 2

Posledna nerovnost a teda aj podmienky (1) st pre kazdé m = 2 splnené.
Odpoved. Hladané dvojice st (m,n) = (m,m? — 2), kde m = 2 je lubovolné
prirodzené ¢islo.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za najdenie intervalu pre hodnotu m?2 (¢i v inej forme vyrieSent
ststavu zadanych nerovnic s nezndmou m a parametrom n) spravnymi désledkovymi tpravami dajte
2 body, dalsie 2 body potom dajte za tivahu o celoéiselnosti vediicu ku vztahu n = m? — 2; zvysné
2 body su za skusku, pri ktorej je pre ndjdené dvojice nutné zdovodnit platnost pévodngch nerovnosti,
a to vysvetlenim, preco si1 urobené tpravy umocnenim korektné. Ak pri sktiske nie je vylicend hodnota
m = 1, strhnite 1 bod.

Ak riesitel stanovi vSeobecné podmienky, pri ktorych st vSetky urobené tpravy danych nerovnosti
ekvivalentné, tak dajte 5 bodov za odvodenie vztahu n = m2 — 2 a 1 bod za nasledné overenie, ze pre
kazdé m = 2 dvojica (m,n) = (m,m? — 2) stanovené podmienky spliia.



2. Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik, v ktorom wvniutorny uhol pri vrchole A mad
velkost 45°. Oznacéme D pitu vysky z vrcholu C. UvaZujme dalej lubovolny vnitorny
bod P vysky CD. Dokadzte tvrdenie: Priamky AP a BC' si navzdjom kolmé prdve vtedy,
ked usecky AP a BC' st zhodné. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Dokézeme najprv prva implikdciu. Nech AP | BC. Potom bod P je
priese¢nikom vysok trojuholnika ABC. Chceme dokazat, ze tisecky AP a BC' st zhodné,
preto nadjdeme dva zhodné trojuholniky, v ktorych su tieto tsecky zodpovedajtucimi si
stranami.

Ozna¢me FE priesecnik priamky BP so stranou AC, t.j. pitu vysky spustenej
z vrcholu B. Z pravouhlého trojuholnika ABFE a zadanej velkosti uhla BAC' Tahko
dopocditame, ze |{ PBD| = 45°. Preto trojuholnik PDB je pravouhly a rovnoramenny,
¢ize |DP| = |DB|. Podobne trojuholnik ADC' je rovnoramenny a pravouhly, teda
|DA| = |DC|. Podla vety sus st potom pravouhlé trojuholniky APD a CBD zhodné
a ich prepony AP, BC majt rovnaku dizku (obr.1).
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Ostéava dokazat druht implikaciu. Predpokladajme, ze |AP| = |BC|. Kedze ADC
je rovnoramenny pravouhly trojuholnik, plati |[AD| = |CD|, z ¢oho vyplyva, ze troju-
holniky PAD a BCD st zhodné podla vety Ssu. Odtial mame |PD| = |BD]|, z ¢oho
dostavame |{ABP| = 45°. Ozna¢me opit E prieseénik priamky BP so stranou AC.
Z trojuholnika ABFE jednoducho odvodime, ze uhol BE A je pravy, takze priamka BP je
vyskou trojuholnika ABC' (obr. 1). Preto bod P je priesecnik vySok tohto trojuholnika.
Z toho vyplyva, ze AP je vyska na stranu BC'| ¢ize je na nu kolma.

Iné riesenie. Ak AP | BC, je bod P priese¢nikom vysok trojuholnika ABC.
Oznacme |{BAC| = o = 45°. Podobne ako v jednom z rieSeni druhej tlohy doméaceho
kola! mozno odvodit

BC| - cosa
|AP| = L = |BC| - cotga = |BC| - cotg 45° = |BC|.
sl &
! V uvedenom rieseni bola pri $tandardnom oznadeni odvodend rovnost |CU| = cleosyl “kde U je

sin~y ?

priese¢nik vysok trojuholnika ABC.



Nech naopak |AP| = |BC|. Ozna¢me ) priesenik vysok trojuholnika ABC.
Z dokézanej prvej implikdcie mame |AQ| = |BC|. VSetky body usecky C'D maju
navzajom roznu vzdialenost od bodu A, preto vnitri tisecky C'D moze lezat nanajvys
jeden bod P s vlastnostou |AP| = |BC]|, a tento bod musi byt totozny s bodom Q.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Pritom za Uplny dokaz kazdej z oboch implikacii udelte 3 body. Za
dokaz prvej implikacie vyuzivajuci bez dokazu vztah |AP| = |BC|cotg a odvodeny v domécom kole
udelte 3 body, ak ziak uvedie, Ze pouziva vztah z rieSenia doméceho kola, inak dajte 1 bod.

V pripade netiplného dékazu niektorej z implikicii udelte body zodpovedajiace tomu, ako daleko
sa ziak dostal; napriklad za odvodenie rovnosti |[DP| = |DB| v pripade prvej implikacie 1 bod, za
odvodenie rovnosti |AD| = |CD]| tiez 1 bod.

Za zddvodnené pozorovanie, Ze trojuholnik ADC' je rovnoramenny, udelte 1 bod aj v pripade, ze
ziak toto pozorovanie nepouzije na uspesny dokaz ani jednej z implikacii.

3. Urcte vsetky prirodzené éisla, ktorymi mozno krdtit niektory zo zlomkov tvaru

3p—q
5p + 2q°

kde p a q su nesudelitelné celé éisla. (Vojtech Balint)

RieSenie. Aby sa uvedeny zlomok dal kratif prirodzenym ¢islom d, musi byt d zéroven
delitelom ¢itatela aj menovatela. Predpokladajme teda, Ze pre nejaké prirodzené ¢islo d
a nesudelitelné celé ¢isla p, ¢ plati d | 3p — g a stéasne d | 5p+ 2¢. Vhodnym nasobenim
a sc¢itanim oboch vyrazov dostavame

d|2(3p—q)+ (5p+2q) =11p, atiez  d|3(5p+2¢) —5(3p—q) = 11q.
Takze d je delitefom oboch ¢isel 11p, 11¢ a musi delit aj &islo?
nsd(11p,11q) = 11 - nsd(p, ¢) = 11.

Odtial mame d € {1,11}. Uvedeny zlomok, ak vdbec, sa teda da kratit iba ¢islom 11
(ak d = 1, sotva mozno hovorit o ,krateni“). Lahko ndjdeme priklad nesudelitelnych
C¢isel p, ¢, pre ktoré sa jedenéstimi dany zlomok naozaj dé kratit. Napr. pre p =9, ¢ =5

plati
3p—¢q  3-9-5 11-2 2

5p+2¢ 5-9+42-5 11-5 5

Odpoved. Jediné prirodzené ¢islo, ktorym sa da kratit niektory z uvedenych zlom-
kov, je 11.

Pozndmka. Uvahu, 7e z vlastnosti d | 11p, d | 11q a nsd(p,q) = 1 vyplyva d €
€ {1,11}, mozno previest aj inymi sposobmi. Mézeme napriklad rozlisit dva pripady:
Ak d nie je ndsobkom jedenéstich, tak z d | 11p, d | 11¢ méme d | p, d | q, Cize d = 1.
Ak d = 11k, kde k je prirodzené, tak z d | 11p, d | 11q vyplyva k | p, k | ¢, ¢ize k =1
ad=11.

Za 1Gplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za prevod na vztahy d | 3p — ¢ a d | 5p + 2¢, dalsie 2 body

za odvodenie vztahov d | 11p a d | 11q, dalsi bod za zaver d = 11 a zostavajice 2 body za uvedenie
(resp. za dokaz existencie) vyhovujiaceho prikladu dvojice nestdelitelnych éisel p a q.

2 Vyuzivame znamy poznatok, ze kazdy spolo¢ny delitel danych dvoch celych é&isel a, b je delitelom
ich najvéésieho spolo¢ného delitela nsd(a, b).



Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola dorucena pred Vianocami. Odporuca sa odoslat ich najne-

skor 17. decembra 1. triedou.



