skmo.sk

2009/2010
59. ro¢nik MO Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A

1. Urcte vsetky dvojice celych kladnych cisel a, b, pre ktoré plati
4% + 4a® +4 = b,

(Martin Panak)

Riesenie. Z rovnice vyplyva, ze b? je parne ¢islo vicsie ako 4%, teda b je parne ¢islo

.....

4° 4+ 4a® +4=0>2(2°+2)2 =4 +4-2° + 4.

Porovnanim krajnych vyrazov dostaneme a? = 2%, ¢o znamend, 7e a < 4. DokaZeme
totiz indukciou, Ze opa¢na nerovnost a? < 2¢ plati pre kazdé celé a = 5. Pre a = 5 je to
tak (25 < 32). Ak plati a® < 2% pre niektoré a = 5, tak po vynasobeni dvoma dostaneme
2a% < 2971, Takze ziadana nerovnost (a+1)? < 24" je désledkom nerovnosti (a + 1)? <
< 2a?, ktora je zrejm4, lebo je ekvivalentna s nerovnostou 1 < a(a — 2), ktora plati
trividlne, nech je a = 5 akékolvek. Tym je dokaz indukciou ukonceny.

Ukéazali sme, ze v kazdej hladanej dvojici (a,b) musi platit a < 4. Postupnym
dosadenim hodnét a = 1,2, 3, 4 do rovnice 4% + 4a? + 4 = b? zistime, Ze tloha mé prave
dve riesenia, a to (a,b) = (2,6) a (a,b) = (4,18).

2. Kruhovy teré s polomerom 12cm zasiahlo 19 wvystrelov. DokdZte, Ze wvzdialenost
niektorych dvoch zdsahov je mensia ako 7 cm. (Vojtech Balint, Jaromir Simsa)

RieSenie. Ozna¢me r = 4v/3cm a cely teré s polomerom 12cm = /3 rozdelme
na 18 casti. Prvych Sest ¢asti budi zhodné vyseky so stredovym uhlom 60° v kruhu
s polomerom r uprostred terca. Zvysné medzikruzie rozdelime na 12 zhodnych ,,medzi-
vysekov“ so stredovym uhlom 30° (obr. 1).

Obr. 1

Ozna¢me podla obrazka S stred terca a A, B, C vrcholy jedného zo spomenutych
medzivysekov. Kedze kruznice ohrani¢ujice tieto ¢asti maji polomery r a /3 a kedze
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cos 30° = %\/ﬁ, je zrejme trojuholnik SAC rovnoramenny, takze |AC| = r; navySe
AC' je najdlhsou stranou v trojuholniku ABC, ktory ma vnutorné uhly 45°, 75°
a 60°. Preto je maximélna vzdialenost dvoch bodov jedného medzivyseku rovna r,
rovnako ako maximélna vzdialenost dvoch bodov kazdého zo 6 vysekov stredového
kruhu s polomerom r. Podla Dirichletovho principu niektoré dva z 19 zasahov leZia
v rovnakej z 18 vytvorenych casti, takze ich vzdialenost je najviac r. Dokaz je ukondceny,
pretoze 41/3 < 7 (< 48 < 49).

Pozndmka. Uvazujme tvrdenie: Ak je v kruhu s polomerom r+/3 vybranych N bo-
dov, tak je vzdialenost niektorych dvoch z nich nanajvys r. Keby sme chceli také tvrde-
nie dokézat porovnanim suc¢tu obsahov N zhodnych kruhov s priemerom r s obsahom
kruhu s priemerom r(l + 2\/3), podari sa ndm to prave vtedy, ked bude platit

2 2(1 4+ 2v3)°
W; L Z v3) . Cize N >13+44v3=199.

V situécii danej tlohy, ked je odhad r vzdialenosti dvoch bodov nahradeny vicSou
7
43
nr? 7r(7‘1 + 2r\/§)2

VR 1

Preto nemozno takto jednoduchym postupom dojst k rieSeniu tlohy.

N -

hodnotou ry = r - , ma podobna podmienka tvar

N

] 24N\2
,  po dosadeni N > (1 + 7) =19.6.

3. Rumburak uniesol na svoj hrad 31 clenov strany A, 28 ¢lenov strany B, 23 élenov
strany C', 19 ¢lenov strany D a kaZdého zavrel do samostatnej cely. Po prdci sa obcas
mohli prechddzat po dvore a rozprdvat sa. Akondhle sa spolu zacali rozprdvat traja
clenovia troch roznych stran, Rumburak ich za trest preregistroval do Stvrtej strany.
(Nikdy sa spolu nerozprdvali viac ako traja unesent.)

a) Mohlo sa stat, Ze po urcitom case boli vSetci uneseni élenmi jednej strany?
Ktorej?

b) Uréte vsetky stvorice celych kladnych cisel, ktorych sucet je 101 a ktoré ako
pocty unesenych clenov styroch strdn umoznujiu, aby sa Rumburakovym prici-
nenim stali casom vsetci clenmsi jednej strany.

(Vojtech Bélint, Jaromir Sims3a)

Riesenie. a) Oznacme a, b, ¢, d (premenné) poc¢ty unesenych ¢lenov stran A, B, C, D.
Uvodné $tvorica (a, b, c,d) = (31,28,23,19) je podla parity é&isel typu (n,p,n,n), kde
p, n oznacuje parne, resp. neparne ¢islo. KedZze pri kazdom preregistrovani sa parita
typu (n,p,n,n) sa zmeni na Stvoricu typu (p,n,p,p) a t4 potom zase spit na Stvoricu
typu (n,p,n,n). Ak teda dostaneme nakoniec $tvoricu s tromi nulami, musi byt tato
Stvorica typu (p,n,p,p), takze vSetci uneseni vtedy budt ¢lenmi strany B.

Nasledujica tabulka zmien hodnot a, b, ¢, d ukazuje, Ze sa vSetci uneseni mozu
naozaj stat ¢lenmi strany B:

a: 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 ... O
b: 28 27 26 25 24 23 26 29 32 35 ... 101
c: 23 22 25 24 27 26 25 24 23 22 ... O
d: 19 22 21 24 23 26 25 24 23 22 ... O

2



b) Ukazeme, ze hladané $tvorice (a, b, ¢, d) st prave tie, v ktorych niektoré tri éisla
davaji po delent styrmi rovnaky zvysok.
Z rovnosti a + b+ ¢+ d = 101 vyplyva, zZe tri z ¢isel a, b, ¢, d maji rovnaku paritu
a Stvrté paritu opa¢ni. Vzhladom na symetriu hladajme tvodné stvorice (a, b, ¢, d) za
predpokladu
a=b=c#*d (mod2)

a podla rieSenia Casti a) skimajme, kedy sa vSetci uneseni moézu stat ¢lenmi strany D.
Z toho, ako sa menia pocty a, b, ¢, d pri kazdom preregistrovani (tri sa zmensia o 1
deleni Styrmi. Ak ma na konci platit a = b = ¢ = 0, musia byt uvedené tri rozdiely uz
na zadiatku delitelné $tyrmi, takze tvodné poéty a, b, ¢ musia spltiat podmienku

a=b=c (mod 4). (1)

Ukazeme, Ze podmienka (1) je pre splnenie zelaného ciela a = b = ¢ = 0 aj
postacujtica. Zrejme staéi ukéazat, ze ivodnii stvoricu (a, b, ¢, d) spliiajicu podmienku
(1) mozno po niekolkych krokoch zmenif na Stvoricu typu (e, e, e, f), potom uz totiz
sta¢i opakovat tpravu (e, e e, f) — (e—1,e —1,e — 1, f + 3).

Majme teda $tvoricu celych kladnych ¢isel (a,b,c,d) so stétom 101, ktord spliia
podmienku (1), a predpokladajme, Ze este neplati a = b = c¢. UkdZeme, ako v tomto
pripade dovolenymi krokmi zviiésit hodnotu d (o 1 alebo 2). Kedze vzdy d < 101, d4 sa
také zvicSenie zopakovat len niekolkokrat, potom uz dosiahneme zelany ciel.

Proceduru zvicsenia d uréite stac¢i opisat v pripade, ked a =2 b = ¢ a a > ¢, teda
a — ¢ 2 4 vdaka podmienke (1).! Poradme Rumburakovi dvojicu krokov

(a,b,c,d) - (a—1,b—1,c+3,d—1) = (a—2,b—2,c+2,d+ 2),

ktora zvysuje hodnotu d o 2. Tato dvojicu krokov nemozno urobit iba v pripade b = 1,
kedy vSak z (1) a nerovnosti b = ¢ vyplyva aj ¢ = 1. Na taku Stvoricu (a, 1,1, d), pricom
a=b5adz22 (nemdze byt aj d = 1, pretoze d mé odlisna paritu), pouzije Rumburak
trojicu krokov

(a,1,1,d) = (a—1,4,0,d— 1) = (a —2,3,3,d —2) — (a —3,2,2,d + 1),

ktora zvysuje hodnotu d o 1.
Tvrdenie o tvare vSetkych vyhovujicich Stvoric z prvej vety rieSenia Casti b) je
dokazané.

4. Je dana kruznica k s tetivou AC, ktord nie je priemerom. Na jej dotycnici vedenej
bodom A zvolime bod X # A a oznacime D priesecnik kruznice k s vnitrom usecky X C
(ak existuje). Trojuholnik ACD doplnime na lichobeznik ABC D vpisany do kruznice k.
Urcte mnozinu priesecnikov priamok BC a AD prislichajicich vsetkym takym licho-
beznikom. (Pavel Leischner)

RieSenie. Budeme uvazovaft iba také lichobezniky ABCD, v ktorych plati AB || CD,
pri ostatnych prieseénik (rovnobeznych) priamok BC a AD neexistuje.

! Zdéraznime, Ze nevyluc¢ujeme rovnost ¢ = 0. Ku $tvorici s nulovym prvkom nés totiz dovedie v dalsej
vete opisana dvojica krokov v pripade, ze b = 2.
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Oznac¢me O stred kruznice k a E priesecnik jej dotycnic vedenych bodmi A, C
(obr.2). Ako vieme, body A, C lezia na Téalesovej kruznici 7 nad priemerom OFE
a su podla tohto priemeru stiimerne zdruzené. Spolo¢nu velkost ostrych uhlov pri za-
kladni AC rovnoramenného trojuholnika ACE ozna¢me ¢. Napokon, vnutra kratsieho
a dlhsieho oblika AC' kruznice k oznac¢me ki, resp. ko.

E E

Obr. 2 Obr. 3

a) Zvolme na doty¢nici AE Iubovolny bod X, X # A. Kruznica k zrejme pretne
usecku X C' vo vnutornom bode D prave vtedy, ked bod X je bud vnitornym bodom
usecky AFE, alebo vnutornym bodom polpriamky opacnej k polpriamke AE. Oba pri-
pady (obr.2 a obr. 3) teraz posidime samostatne.

V prvom pripade plati D € ky a B € ko, takze podla vety o tisekovom uhle je
uhol ABC' rovny ostrému uhlu ¢. Rovnaka velkost mé aj uhol BAD, pretoze kazdy
tetivovy lichobeznik je rovnoramenny. Bod Y, priese¢nik réznobeznych polpriamok BC'
a AD, teda lezi v polrovine AC'E. Z rovnoramennych trojuholnikov ABY a ACFE preto
vyplyva, ze uhly AY C' a AEC st zhodné (maju velkost m—2¢). Podla vety o obvodovom
uhle lezi bod Y na obluku AEC kruznice 7, presnejsie vnutri kratsieho z jej oblikov CE,
lebo polpriamka AD lezi v uhle CAFE.

V druhom pripade je ivaha analogickd a zapiseme ju strucne: D € ko, B € kq,
|LADC| = ¢ = |{£BCD|, priese¢nik Y réznobeznych polpriamok CB a DA lezi
v polrovine ACE, a kedze | AY C| = |{AEC)|, lezi bod Y na kruznici 7, a to vnutri jej
kratsieho obluka AFE.

b) UkédZeme teraz, ze naopak kazdy vnutorny bod Y kratsich oblikov CE a AE
kruznice 7 je priese¢nikom priamok BC a AD niektorého z uvazovanych lichobeznikov
ABCD. Opit rozoberieme dva pripady podla toho, na ktorom z oboch oblikov bod Y
lezi.

Ak je Y vnutorny bod obltika C'E, daju sa zrejme zostrojit body D € ki1 a B € ko
tak, aby body A, D, Y resp. B, C, Y lezali v uvedenom poradi na jednej priamke.
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Z D € ky vyplyva existencia priesecnika X polpriamky C'D s vnutrom tsecky AFE
(bod D potom zodpoveda bodu X podla konstrukcie zo zadania tlohy). Ostéva objasnit,
pre¢o AB || CD. Kedze body O a Y lezia na roznych oblikoch AC kruznice 7 a pritom
|AO| = |CO|, je polpriamka YO osou uhla AY C, takze priamky A(D)Y a B(C)Y st
stmerne zdruzené podla priamky Y O, ktora je (trividlne) osou stimernosti kruznice k,
lebo prechédza jej stredom. Preto podla tejto osi musia byt simerne zdruZzené aj
priese¢niky oboch spomenutych priamok A(D)Y a B(C)Y s kruznicou k, teda (vdaka
urc¢enému poradiu bodov) jednak body A a B, jednak body D a C. Obe tsecky AB
a C'D st preto kolmé na priamku OY, a st teda rovnobezné.

Ak je Y vnutornym bodom oblika AFE, zostrojime body D € ko a B € ki tak,
aby na priamke lezali body v poradi D, A, Y, resp. C, B, Y. Polpriamka C'D pretne
priamku AF v potrebnom bode X (kedze D # A, bude uréite X # A), ak plati
|{AEC| + |£{ECD| < 7. To overime tak, Ze pouzijeme vetu o obvodovom a tisekovom
uhle v kruznici k, podla ktorej |[{ECD| = — |{CAD| = |£CAY]|, a kedze |{AEC| =
= |[LAY C|, je stcet |LAEC|+ |£{ECD)| rovny stétu dvoch uhlov v trojuholniku ACY'.
Zo zdruzenosti priamok D(A)Y a C(B)Y podla osi OY uhla AY C potom opéit vyplyva
pozadovand rovnobeznost AB || CD.

Zdaver. Hladanou mnozinou je zjednotenie vnutier kratSich oblikov CE a AE
Talesovej kruznice 7.

5. Na tabuli su napisané c¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime dve c¢isla napisané
na tabuli, ktorych sucin je druhou mocninou prirodzeného cisla, obe zvolené cisla
zotrieme a na tabulu napiseme druhi odmocninu z ich sicinu. Takto pokracujeme, aZ
na tabuli ostant iba takeé cisla, Ze sucin Ziadnych dvoch z nich nie je druhou mocninou.
(V jednom kroku maézZeme zotriet aj dve rovnaké ¢isla a nahradit ich tym istym cislom.)
Dokazte, Ze na tabuli ostane aspon 16 cisel. (Peter Novotny)

Riesenie. V jednom kroku nahradime vzdy dve ¢isla a, b jednym prirodzenym cislom
Vab. Kedze pre Tubovolné a < b plati a < vab < b, je zrejmé, ze na tabuli buda
stale zapisané iba ¢isla z mnoziny M = {1,2,... ,33}. Pritom ak je ¢islo a prvocislom
alebo stucinom niekolkych roznych prvodisel, musia tieto prvocisla byt obsiahnuté aj
v rozklade &sla vab, takze vab = ka, ¢ize b = k2a pre niektoré prirodzené k. Ak k =1,
musi byt ¢islo a na tabuli zapisané viackrat. Ak k = 2, a teda b = k?a = 4a, musi platit
4a < 33, a preto z b = k?a € M vyplyva aj 4a € M. Na tabuli teda ostant az do konca
jednak vsetky prvocisla, ktoré maji v mnozine M prave jeden nasobok, jednak vsetky
tie a € M, ktoré st sti¢inom niekolkych roznych prvoéisel a zaroven spliiaji podmienku
4a > 33, ¢ize a = 9. Spolu sa jedna celkom o 15 nezotritelnych ¢isel

10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33.

Ukézeme, Ze okrem nich bude na tabuli vzdy zasttpené aspon jedno ¢islo z mnoziny
S = {6,12,18,24} (na zaciatku tam st vsetky). Ak zvolime v jednom kroku ¢isla a a b,
pri¢om napr. a € S, a nahradime ich ¢islom n = v/ab, musi byt aj ¢islo n nasobkom
Siestich, ktory navyse vdaka odhadom a < 24 a b < 33 spliia nerovnost n < 1/24-33 =
= 6v/22 < 30, takze bude platif n € S. Na tabuli po lubovolnom poéte krokov teda
ostane 15 vysSsie zapisanych ¢isel a aspon jedno ¢islo z S, teda aspon 16 ¢isel, ako sme
mali dokézat.



Poznamka. Pocet 16 ¢isel na tabuli mozno dostat napriklad po 17 krokoch opisa-
nych v nasledujtcich riadkoch tak, Ze zotierané ¢isla v kazdom kroku st sivé, zatial ¢o
nové ¢islo je pripisané na konci dalsieho riadku:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,24,29,30,31,32,33;
1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,29,30,31,32,33, 1 4;
1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,29,30,31,32,33,14;
1,2,3,4,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,25,26,27,29,30,31,32,33,14,10;
1,2,3,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,27,29,30,31,32,33,14, 1 0,10;
1,2,3,6,8,9,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,27,29,30,31,32,33,14, 10,1 0;
1,2,3,6,8,9,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,27,29,30,31,32,33,14,10;
1,2,3,6,8,9,11,13,15,16,17,18,19,21,22,23,2,26,29,30,31,32,33,14,10,18;
1,2,3,8,9,11,13,15,16,17,15,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,15,12;
1,2,3,8,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,12, 1 2;
1,3,%,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,12,6;
1,3,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6, 1 6;
,3,9,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6, 1 6;
9,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10, 1 2,6,4;
,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,4,6;
11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,5,6;
11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,6;
11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6.

6. Najdite minimum vyrazu

atbre [+ b+
2 a+b+c

Y

pricom premenné a, b, ¢ su lubovolné celé ¢isla vicsie ako 1 a [x,y] oznacuje najmensi
spolocny ndsobok cisel x, y. (Tomas Jurik)
RieSenie. Vzhladom na symetriu sta¢i uvazovat trojice (a,b,c), v ktorych a = b =
= c. Pre jnajmensie” z nich (2,2,2), (3,2,2), (3,3,2), (3,3,3) a (4,2,2) ma dany vyraz
hodnoty 2, 3/2, 17/8, 7/2, resp. 11/4. Ak ukazeme, Ze pre vSetky ostatné trojice (a, b, ¢),
ktoré uz spliaji podmienku a + b + ¢ = 9, plati nerovnost

atb+c a0+ [b.c]+[c q
2 a+b+c

¥l
-2
bude to znamenaft, 7e hladand najmensia hodnota je rovna 3/2. Uvedeni nerovnost

ekvivalentne upravme:

(a+b+c)* —2([a,b] + [b,c] + [c,a])
a® +b* + ¢ + 2(ab — [a,b]) + 2(bc — [b, c]) + 2(ca — [c, a])
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Kedze zrejme plati xy = [x,y] pre lubovolné z, y, zanedbéame nezédporné dvojnasobky
na lavej strane poslednej nerovnosti a dokazeme (silnejsiu) nerovnost

a®+b*+c223(a+b+ec). (1)
Z predpokladu a + b+ ¢ = 9 a Cauchyho nerovnosti 3(a? + b+ ¢2?) = (a + b+ c)?
vyplyva

b 2 b

a dokaz je hotovy.

Pozndmky. Namiesto Cauchyho nerovnosti sme mohli prepisat (1) na tvar

=3 - -2 %

2

a tuto nerovnost zdovodnit umocnenim zrejmych nerovnosti

ako 1 plati nerovnost

at+btc [a,b+[bc+[ca S atbtc
2 a+b+c - 6




