skmo.sk

2009/2010
59. ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. Kruznica l(T; s) prechddza stredom kruznice k(S;2cm). Kruznica m(U;t) sa zvonka
dotyka kruznic k a l, pricom US L ST. Polomery s a t vyjadrené v centimetroch siu
celé cisla. Urcte ich. (Pavel Leischner)

RieSenie. Trojuholnik UST je pravouhly. Jeho prepona UT méa dizku s + t, dizky
odvesien su |US| =t + 2, |ST| = s (obr. 1). Podla Pytagorovej vety plati

(s +1)2 = (t+2)* + 52
Upravami postupne dostavame

242t + 12 =t + 4t + 4+ 52,
st =2t + 2,
t(s —2)=2.

Cisla t a s — 2 st celé, preto ¢t musi byt delitelom ¢isla 2. KedZe ¢ je kladné, st len dve
moznosti; ak t = 1cm, tak s = 4cm, a ak t = 2cm, tak s = 3cm.

Obr. 1

Za 1uplné riesenie dajte 6 bodov. Pridelte jeden bod za vyjadrenie dlzok stran trojuholnika UST, dva
body za pouzitie Pytagorovej vety, jeden bod za tpravu na tvar ¢(s — 2) = 2 a dva body za najdenie
oboch rieseni.

2. V matematickej siutazi bolo zadanych 7 uloh a za kazZdiu z nich mohol sutaZiaci ziskat
0, 1 alebo 2 body. Sutaze sa zucastnilo 60 Ziakov. Za kazdu ulohu bolo udelengch aspor
95 bodov. Dokdzte, Ze medzi sutaZiacimi ndjdeme dvoch takijch, Ze kaZdi z uloh vyriesil
aspon jeden z nich za 2 body. (Jan Mazak)

RiesSenie. Najprv dokazeme, ze kazdu dlohu vyriesilo za dva body aspon 35 ziakov:
Keby niektora tlohu vyriesilo za 2 body a sutaziacich, pricom a < 35, bolo by za tato
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ulohu pridelenych najviac 2a + 60 — a < 95 bodov, ¢o je v rozpore so zadanim. Celkovy
pocet dvojbodovych rieSeni je preto aspomn 7 - 35 = 245. Kedze 245 > 4 - 60, musel
niektory ziak vyriesit za dva body aspon 5 tloh.

Dalej budeme namiesto ,,vyriesit ilohu za dva body“ pisat struénejsie len ,,vyriesit
ulohu“. Ak niektory zZiak vyriesil vsetkych 7 tloh, méZeme k nemu pridat lubovolného
druhého ziaka. Ak niektory Ziak vyriesil 6 tloh, priddme k nemu ktoréhokolvek zo
ziakov, ktori vyriesili zvy$nia tlohu (mame z ¢oho vyberaft, pretoze kazdu tlohu vyriesilo
aspon 35 ziakov). Nakoniec uvazujme situaciu, ked niektory sutaziaci A vyriesil presne
5 tloh. Kazdi z dvoch zvys$nych tloh vyriesilo asponi 35 Ziakov (inych ako A). A kedze
vSetkych ziakov inych ako A je 59, musi medzi nimi byt aspon 2 - 35 — 59 = 11 takych,
ktori vyriesili obidve tieto tlohy. Lubovolného z nich mézeme pridat k ziakovi A.

Iné riesenie. , Vyriesit ilohu“ bude znamenat to isté ako v prvom rieseni.

Za vsetkych 7 uloh dokopy bolo udelenych asponi 95 -7 = 665 > 60 - 11 bodov,
takze niektory ziak ziskal asponn 12 bodov, a teda vyriesil aspon péf uloh (ziak, ktory
vyriesil prave k tloh, ziskal totiz najviac 2k + (7 — k) = k 4+ 7 bodov). Vyberme teda
ziaka A a b konkrétnych tloh z tych, ktoré vyriesil. Za zvysné dve tlohy ziskalo zvysnych
59 ziakov aspon 2 - (95 — 2) = 186 > 3 - 59 bodov, takZe jeden z nich, povedzme Ziak B,
ziskal 4 body, a teda vyriesil obe tlohy. Dvojica ziakov A, B mé pozadovanu vlastnost.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Pridelte jeden bod za poznatok, ze kazda ulohu vyriesilo za dva body
aspon 35 ziakov, dva body za dokaz, ze niektory ziak vyriesil aspon 5 uloh. Za vyriesenie tlohy pre
pripad, Ze niektory stufaziaci mal 6 alebo 7 dvojbodovych uloh, dajte jeden bod, 2 body za vyriesenie
situdcie, ked niektory ziak mal 5 dvojbodovych tloh.

3. V rovine je dany rovnobeinik ABCD. Oznacéme postupne K, L, M stredy strain AB,
CD, AD. Predpokladajme, Ze body A, B, L, D leZia na jednej kruznici a sucasne aj
body K, L, D, M lezia na jednej kruznici. Dokdzte, ze |AC| =2 - |AD|.

(Jaroslav Svrcek)

Riesenie. Lichobezniky ABLD a K L DM st rovnoramenné, pretoze su tetivové. Odtial
vyplyva zhodnost ramien |AD| = |BL| a zhodnost uhlopriecok |[KD| = |LM| (obr.2).
Usecky K B a DL st rovnobezné a zhodné, preto je K BLD rovnobeznik a plati | K D| =
= |BL|. Usecka ML je strednou prieckou trojuholnika ACD, preto |[AC| = 2 - |[ML]|.
Spojenim uvedenych rovnosti mame |[AC| =2-|ML|=2-|KD|=2-|BL| =2-|AD|.

D L C

A K B
Obr. 2

Iné rieSenie. Budeme postupovat rovnako ako v druhom rieSeni tretej tulohy
doméceho kola (je mozné odvolat sa na doméace kolo bez dokazu): Kedze ABLD je
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tetivovy (a teda rovnoramenny) lichobeznik, je |KD| = |BL| = |AD|. Podobne je aj
lichobeznik K LDM rovnoramenny, takze |MK| = |DL| a |DB| = 2|M K| = 2|DL| =
= |DC| = |AB)|. Z podobnosti rovnoramennych trojuholnikov AKD a DAB (zhoduju
sa v uhle pri vrchole A svojich zakladni) potom vyplyva, ze |AK|/|AD| = |DA|/|AB|,
odkial po dosadeni |AK | = 1|AB| vychadza |DB| = |AB| = v/2-|AD|. Dalej vyuZzijeme
zndmu rovnobeznikovii rovnost |AC|? + |BD|? = 2 - |AB|? + 2 - |AD|?. Dosadenim
dostaneme |AC|? + 2 - |[AD|?> = 4 - |AD|> + 2 - |AD|? a odtial |AC|?> = 4 -|AD|? ¢ize
|AC| =2 -|AD|.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho jeden bod za poznatok, ze lichobezniky ABLD a KLDM
s rovnoramenné (tato dobre zndmu vlastnost tetivovych lichobeznikov nie je nutné dokazovat), po
jednom bode za kazdu z rovnosti |AC| =2 |ML|, |AD| = |BL|, |KD| = |LM]|, |KD| = |BL| a jeden
bod za ich spojenie.

V pripade druhého postupu dajte 2 body za rovnosti |BD| = |AB| a |AB| = /2 - |AD|, 2 body
za pouzitie rovnosti |AC|? 4+ |BD|?> = 2. |AB|? + 2 -|AD|? a dva body za dokonéenie dokazu.

4. Cislo n je sucinom Styroch prvocisel. Ak kaZdé z tjchto prvocisel zvicsime o 1
a vzniknuté styri cisla vyndasobime, dostaneme cislo o 2886 vicsie ako povodné cislo n.
Urcte vietky také n. (Jaromir Simga)

Riesenie. Ak oznacime a, b, ¢, d prvocisla, ktorych sti¢inom je ¢islo n, plati rovnost
(a+1)(b+1)(c+1)(d+ 1) = abcd + 2 886.

Keby boli vsetky prvocisla a, b, ¢, d neparne, bolo by na lavej strane tejto rovnosti
parne cislo, ale na pravej strane neparne ¢islo. Preto je niektoré z prvocisel a, b, ¢, d,
napriklad a, rovné dvom. Dosadenim dostaneme

3(b+1)(c+1)(d+ 1) = 2bcd + 2 886.

Kedze ¢isla 3(b+1)(c+1)(d+ 1) a 2886 su delitelné tromi, musi byt delitelné tromi aj
2bcd. Preto je niektoré z cisel b, ¢, d, napriklad b, rovné trom. Dosadenim dostaneme
12(¢ + 1)(d + 1) = 6¢d + 2886, po vydeleni Siestimi 2(c + 1)(d + 1) = c¢d + 481 a po
dalsich upravach cd 4 2c+2d = 479, (c+2)(d+2) = 483 = 3-7-23. Ak predpokladame
¢ < d, mame vzhladom na nerovnost ¢ + 2 > 3 dve moznosti:

l.c+2=7,d+2 =69, odtial ¢c =5, d = 67.

2.c+2=21,d+2 =23, odtial ¢ = 19, d = 21, ¢o ale nevyhovuje, lebo 21 nie je
prvodislo.

Jediné vyhovujice n je teda 2-3-5-67 = 2010.

Poznamka. Zaverecné tvahy sa daju vykonat pomocou vyjadrenia

d_479—20_ 483 B
42 c+2

)

€ {7,21,23,69,161,483} a ¢ € {5,19,21,67,159,481}. Kedze ¢ aj d st prvocisla,
vyhovuju len moznosti ¢ = 5, d = 67 alebo ¢ = 67, d = 5.

Za Gplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho jeden bod za zostavenie rovnosti (a + 1)(b + 1)(c + 1)(d +
+ 1) = abed + 2886, dva body za dokaz, ze niektoré z prvocisel je rovné dvom, jeden bod za dokaz, ze
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niektoré z prvocisel je rovné trom, 1 bod za Gpravu rovnice pre zvysné dve prvocisla na tvar umoznujaci
dalsie ivahy o delitelnosti a 1 bod za kone¢né najdenie ¢isla n. Ak riesitel ¢islo n ako aktudlny rok iba
uhadne a urobi skusku, dajte 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.



