skmo.sk

2008/2009
58. ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Isté Stvorciferné prirodzené cislo je delitelné siedmimi. Ak zapiSeme jeho Cislice
v opacnom poradi, dostaneme vicsie stvorciferné c¢islo, ktoré je tieZ delitelné siedmimi.
Navyse po delent cislom 37 ddvaju obe spomenuté stvorciferné cisla rovnaky zvysok.
Urcte povodné stvorciferné cislo. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Oznacme hladané ¢islo n = abed = 1000a + 100b 4 10¢ 4 d a ¢islo s opa¢nym
poradim ¢islic k£ = deba = 1000d + 100c + 10b + a. Obe c¢isla davaji rovnaky zvysSok po
deleni ¢islom 37, preto je ich rozdiel

k —n = (1000d + 100c + 10b + a) — (1000a + 100b + 10¢ + d) =

= 999(d — a) + 90(c — b) = 37 - 27(d — a) + 90(c — b) (1)

delitelny c¢islom 37, ¢ize 37 | 90(c — b). Kedze 37 je prvocislo a ¢islo 90 nie je jeho
nasobkom, nutne 37 | ¢ — b. To je pre ¢islice b, ¢ mozné len v pripade, ze b = c. Naopak,
ak b = ¢, tak z vyjadrenia (1) je zrejmé, Ze rozdiel k —n je delitelny ¢islom 37, t.]j. ¢isla
n a k dévaju po deleni 37 rovnaky zvysok. Mozeme teda polozit n = abbd, k = dbba
a dalej sa uz zaoberaf len podmienkami o delitelnosti siedmimi.

Kedze st siedmimi delitelné obe ¢isla n, k, je siedmimi delitelny aj ich rozdiel.
Dosadenim ¢ = b do vyjadrenia (1) dostavame

7| k—n=37-27(d— a).

Rovnakou tvahou ako predtym (7 je prvodislo a 37-27 nie je jeho nasobkom) dostavame
7 | d — a. Navyse zo zadanej podmienky k > n vyplyva d > a; nemdze byt ani d = a,
inak by sme mali n = abbd = dbba = k. Cislice a, d preto musia spliat vzfah d —a = 7.
Pripustné su len dve moznosti: a = 1, d = 8, aleboa = 2,d =9. (Pripad a =0,d =7
je vyluceny, lebo a je zaciato¢nou ¢islicou ¢isla n.)

Ak a =1, d =8, budu disla

n = 1bb8 = 1008 4+ 110b = 7 - 144 + 1100,

k = 8bbl = 8001 4 110b =7 - 1143 + 110b

delitelné siedmimi vtedy a len vtedy, ked 7 | b, ¢ize b = 0 alebo b = 7. Teda n = 1008
alebo n = 1778.
Ak a =2, d =9, budu ¢isla

n = 2bb9 = 2009 + 110b = 7 - 287 4 1100,
k = 9bb2 = 9002 + 110b = 7 - 1286 + 1100

delitelné siedmimi vtedy a len vtedy, ked 7 | b, ¢ize b = 0 alebo b = 7. Teda n = 2009
alebo n = 2779.

Odpoved. Hladané stvorciferné ¢islo je niektoré zo Stvorice 1008, 1778, 2009, 2779.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Z toho 2 body dajte za zdévodnenie podmienky b = ¢, 2 body za
odvodenie vztahu d — a = 7 a 2 body za zdévodnenie 7 | b. Ak rieSenie pozostava z odvodenia nutnych
podmienok bez zmienky o tom, Ze si1 aj postacujuce, je nutna skaska a v pripade jej opomenutia dajte
len 5 bodov.



2. Na odvesndch diZok a, b pravouhlého trojuholnika leZia postupne stredy dvoch kruznic
ko, ky. Obe kruznice sa dotykaji prepony a prechddzaju vrcholom oproti prepone.
Polomery uvedenych kruznic oznacme o4, op. Urcte najvicsie kladné realne cislo p take,
Ze nerovnost

plati pre vsetky pravouhlé trojuholniky. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Oznac¢me vrcholy daného trojuholnika A, B, C tak, aby vrcholy A, B lezali
postupne oproti odvesnam dlzok a, b.
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Obr. 1

Najprv vypocitame velkosti polomerov polkruznic k, a k. Oznacme A’ obraz
bodu A v osovej simernosti podla priamky BC'. KruZnica k, je vpisanéd do trojuholnika
ABA' (obr.1). Rovnoramenny trojuholnik ABA’ ma obvod o = 2(b+c) a obsah S = ab,
preto polomer kruznice k, vypoc¢itame podla zndmeho vztahu

_ﬁ_ ab
0o b+c

Oa

Podobne vypocditame polomer kruznice ky, dostaneme g, = ab/(a + c).
Pre p a pre Iubovolny pravouhly trojuholnik s odvesnami a, b a preponou ¢ mé
platit

EHE Eegme Ghphoc 2 2/@FP
p: 1 1 - a+b i — —1"——.

Volbou a = b dostdvame p < 1+ 2v/2a2/2a = 1 + /2. Ukazeme, Ze pre p = 1 + /2
je zadand nerovnost vzdy splnend. Naozaj, z uvedeného vypocétu a z nerovnosti medzi
kvadratickym a aritmetickym priemerom dostavame

1,1 a?+b?
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+1 a+b a+b a+b

Odpoved. Najviicsie realne ¢islo také, ze zadand nerovnost plati pre vSetky pra-
vouhlé trojuholniky, je p = 1 + /2.



Obr. 2

Pozndmka. Velkost polomerov o, a o0, je mozné vypocitat aj inymi spdsobmi,
napriklad takto: Nech ¢ je dlzka prepony. Stredy Sy, S polkruznic kg, kp leZia na osiach
uhlov CAB a CBA. Je znadme, Ze os uhla deli v trojuholniku protilahli stranu v pomere
prilahlych stran. V nasom pripade (obr.2) dostavame |S,C|/|S.B| = |AC|/|AB], t.].

Oa b
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odkial upravou Tahko vyjadrime g, = ab/(b+ ¢). Analogicky vypocitame gy.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za vypocet velkosti polomerov g, a g3, 1 bod za najdenie
hodnoty p = 1 4+ /2 a 3 body za dékaz nerovnosti zo zadania pre p = 1 + /2.

3. Urcte velkosti vnutornych uhlov o, 3, v trojuholnika, pre ktoré plati
2sin Bsin(a + ) —cosa =1,
2sinysin(f + ) — cos 5 = 0.

(Jaroslav Svrcek)
Riesenie. Podobne ako pri rieseni prvej tulohy domaceho kola, vyuzitim znamych
suc¢tovych vzorcov goniometrickych funkcii pre Tubovolné realne ¢isla x, y dostavame
2sinysin(z + y) — cosxz = 2siny(sinz cosy + cosxsiny) — cosx =
= 2sinycosysinz + (2sin®y — 1) cosz =
= sin2ysinx — cos 2y cosx =
= —cos(z + 2y).

Z podmienok tlohy potom pre velkosti vntatornych uhlov «, 3, v trojuholnika plati

cosa — 2sin Bsin(a + 3) = cos(a + 203) = —1, (1)
cos 3 — 2sinysin(f + ) = cos(8 + 2y) = 0. (2)

Vnutorné uhly Iubovolného trojuholnika lezia v intervale (0,7), z ¢oho vyplyvaju
nerovnosti 0 < o + 23 < 37.! Ich spojenim s (1) mame « + 23 = 7. Odtial

y=rn—(a+fB)=m—(a+28)+B=m—71+3=0.

! Plati dokonca o + 28 < 2w, leboa+ B8 =7 — v < .
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Dosadenim do (2) dostavame

cos33 = 0. (3)

Uhol 3 je ostry, lebo je zhodny s uhlom ~ a trojuholnik nemoze mat dva pravé, resp.
dva tupé vnutorné uhly. Teda 0 < 33 < %ﬂ', a vzhladom na (3) mame 33 = %77, Cize
B=v= %7?. Lahko dopocitame a« = m1—f—~ = %77. Skuskou (ktora vsak pri uvedenom
postupe nie je nutna) lahko overime, Ze tato trojica «, 3, v spliia vSetky podmienky
zadania.

Odpoved. Podmienkam tlohy vyhovuje trojuholnik, ktorého velkosti vnatornych
uhlov (uvedené v stuprioch) st a = 120°, § = v = 30°.

Pozndmka. Ulohu mozno riesit aj inym postupom. Z druhej rovnice ststavy sa da
odvodit vztah tgo - tgy = —1, z ktorého vyplyva o — v = +1m. Pre kazdt z oboch
moznosti znamienka dosadenim do prvej rovnice ziskame kubickt rovnicu v premenne;j
t = sin~y, ktortt mozno vyriesit uhddnutim koretiov.

Za Gplné rieSenie dajte 6 bodov. Za odvodenie vztahov (1), (2) dajte 2 body, dalsie 2 body za vztah 3 =
= v a posledné 2 body za dopocitanie velkosti jednotlivych uhlov. Ak ziakov postup vyzaduje urobenie
sktsky, za jej vynechanie strhnite 1 bod. Po jednom bode tiez strhnite, ak je niektord z rovnosti o +

+ 28 = m, resp. 38 = %71' (vyplyvajica z hodnét prislusnych kosinusov) odvodenéd bez spomenutia
potrebnych nerovnosti 0 < a + 28 < 3w, resp. 0 < 38 < %71’.
Ak ziak tlohu riesi postupom naznacenym v poznamke, za odvodenie vztahu tg a-tgy = —1 dajte

1 bod a za odvodenie rovnosti o —y = :I:%w dalsie 2 body. Po jednom bode dajte za Gispesné vyriesenie

kazdej z dvoch kubickych rovnic a posledny bod za spravne dopoditanie velkosti uhlov a urobenie
skusky.

4. Vnaitri strany BC' ostrouhlého trojuholnika ABC zvolme bod D a na usecke AD
bod P tak, aby meleZal na taZnici z vrcholu C. Priamka tejto taznice pretne kruznicu
opisand trojuholniku CPD v bode, ktory oznacime K (K # C). Dokdzte, Ze kruznica
opisand trojuholniku AK P prechddza okrem bodu A dalsim pevnym bodom, ktory od
vyberu bodov D a P nezdvist. (Tomas Jurik)

Riesenie. Oznacme @) prieseénik tsecky AD a faznice z vrcholu C (teda @ je ,za-
kézand* poloha bodu P). St dve moznosti, kde moze lezat bod P: vnutri tsecky DQ
alebo vnutri tsecky QQA. Ukazeme, ze v oboch pripadoch prechadza kruznica opisana
trojuholniku AK P bodom M stimerne zdruzenym s bodom C podla stredu strany AB
(ktorého poloha samozrejme od vyberu bodov D a P nezavisi).

Uvazujme ako prvy pripad, ked bod P lezi vnutri tisecky D(Q. Dokézme najskor, ze
potom bod K lezi vnutri tsecky CQ. Nech S je stred strany AB. Bod K nemdze lezat
vnutri polpriamky opacnej k polpriamke QC, v takom pripade by totiz bod P lezal
vnutri trojuholnika CK D, t.j. body C, K, D, P by v ziadnom pripade nemohli lezat
na jednej kruznici. Zadanie trividlne vylucuje aj moznosti K = Q a K = (. Ostava
vylucit moznost, ze K lezi vnutri polpriamky opacnej k polpriamke CQ (obr. 3). Ak by
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Obr. 3

to tak bolo, tak by body K a P lezali v opacnych polrovinach urcéenych priamkou DC
a uhly DKC a CPA by museli mat rovnaka velkost, aby bol $tvoruholnik DKCP
tetivovy. Pri uvazovanej polohe bodov vsSak zrejme plati

IADKC| < |4DCS| a  |{CBS|=|{CBA| < |{CPA|.

Z ostrouhlosti trojuholnika ABC vyplyva |£DCS| < |£CBS| (lebo |CS| > |BS]|,
kedze C' lezi zvonka Télesovej kruznice so stredom S a priemerom AB). Spolu mame
|{DKC| < |[{£CPA]|.

Bod K teda musi lezat vnutri usecky CQ (obr.4). Ozna¢me ¢ velkost uhla
KCB. Body C a P su protilahlymi vrcholmi tetivového stvoruholnika C DPK, preto
|{DPK| = 180° — ¢. Z toho dostavame |[{APK| = ¢. Rovnaku velkost ako uhol
APK mé aj uhol AMC, pretoze priamky AM a BC' st rovnobezné. Zrejme body P
a M lezia v rovnakej polrovine vzhladom na priamku AK (oba totiz lezia v polrovine
AKQ). Z rovnosti |{APK| = |{AM K| potom vyplyva, ze body A, K, P a M lezia na
kruznici.

Obr. 4

V druhom pripade lezi bod P vnutri tsecky QQ A. Dokazme, Ze potom K lezi vnutri
usecky QM. Bod K samozrejme musi lezat na polpriamke opac¢nej k polpriamke QC,
t.j. na polpriamke QM. Stac¢i vylac¢it moznost, ze K lezi az ,,za“ bodom M, ¢iZe na
polpriamke opacnej k polpriamke M@ (obr.5). Ak by to tak bolo, zrejme by s vyuzitim
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Obr. 5

ostrosti uhla v v trojuholniku ABC' platilo
|{CDK| > |£CBM|=180° —~v >90° a |L{CPK|> |{CAM|=180° —~ > 90°.

Odtial |[{CDK|+ |£CPK]| > 180°, ¢o nie je mozné vzhladom na tetivovost Stvoruhol-
nika CPK D (stcet velkosti protilahlych uhlov musi byt rovny 180°).

Bod K teda musi lezat vnutri tsecky QM (obr.6). Oznac¢me opit ¢ velkost uhla
KCB. Uhly DCK a DPK st obvodové uhly nad tetivou DK, ¢ize |{DPK| = ¢
a |[{APK| = 180° — ¢. Uhol AMC mé velkost ¢. Priamka AK oddeluje body @
a M, preto body P a M lezia v roznych polrovinach vzhladom na tato priamku. Takze
APKM je tetivovy Stvoruholnik, lebo uhly pri protilahlych vrcholoch P a M maju
sucet 180°.

Iné riesenie. Dokézeme tvrdenie bez predpokladu ostrouhlosti trojuholnika ABC.
Oznac¢me body () a M rovnako ako v prvom rieseni. Nevyhodou predoslého postupu
je, ze musime rozoberat vela moznosti a zdovodinovat, ze Stvorice bodov lezia na
uvazovanych kruzniciach v spravnom poradi (pritom pri tupouhlom trojuholniku ABC'
moze bod K lezat aj na polpriamke opac¢nej k polpriamke C'Q, resp. M Q). Namiesto
obvodovych uhlov vyuzZijeme mocnost bodu ku kruznici. Z nej pre bod @ a kruznicu
opisanu §tvorici bodov C, P, D, K dostdavame (bez ohladu na polohu bodu P) |QK]| -
-|QC| = |QP| - |@QD], teda |QK]| : |QP| = |QD| : |QC|. Z podobnosti trojuholnikov
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QDC a QAM, ktora vyplyva z rovnobeznosti priamok BC a AM, mame |QD| : |QC| =
= |QA| : |QM]|. Plati teda

QK| QD] _ QA

QP |QC| QM|

odkial |QK |- |QM| = |QP|-|QA|. Z tejto rovnosti a zo znameho ,obrateného“ tvrdenia
o mocnosti bodu ku kruznici uz priamo vyplyva, ze body K, M, P, A leZia na jednej
kruznici, bez ohladu na to, ¢ bod @ lezi vnutri oboch tsec¢iek KM, PA, alebo mimo
oboch tychto tsediek. (Zrejme nie je mozné, aby lezal vnutri jednej z nich a mimo druhej
z nich; na dokaz toho staci rozligif dve mozné polohy bodu P na tisecke DA podobne
ako v prvom rieseni).

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za objavenie pevného bodu M. Ak ziak spravi dékaz len
pre jeden z pripadov uvedenych v prvom rieseni, udelte 5 bodov. Ak ziak bez zdévodnenia predpoklada
spravnu polohu bodov P a M vzhladom na priamku AK, strhnite 1 bod (¢ize treba dat 5 bodov za
dokaz pre oba pripady alebo 4 body, ak sa ziak zaobera len jednym z uvedenych pripadov). Pri rieSeni
vyuzivajucom mocnost bodu ku kruznici strhnite 1 bod, ak ziak nezdovodni, Ze bod @ lezi bud vnutri
oboch useciek KM, PA, alebo mimo oboch tychto tiseciek. Riesenia iného typu ako uvedené hodnotte
v stulade s touto schémou.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek uplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale 1lohu nevyriesi uiplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.



