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59. ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Dokdzte, Ze pre lubovolné celé ¢isla n a k vicsie ako 1 je ¢islo n*+2 — n¥* delitelné
dvandstimi. (Vojtech Balint)

RieSenie. Vzhladom na to, 7e 12 = 3 - 4, staci ukazaf, Ze éislo a = nf+2 —nk =

= n*(n?—-1) = (n — )n(n + 1)n*~1 je delitelné tromi a Styrmi. Prvé tri cinitele
posledného vyrazu st tri po sebe iduce prirodzené cisla, takze prave jedno z nich je
delitelné tromi, a preto aj ¢islo a je delitelné tromi. A je delitelné aj Styrmi, lebo pri
parnom n je v poslednom vyraze druhy a Stvrty ¢initel parny, zatial ¢o pri neparnom n
je parny prvy a treti ¢initel. Tym je dokaz hotovy.

Iné riesenie. Polozme a = nf*+2 — n* = nF(n? — 1) = (n — D)n¥(n + 1). Opét
ukéZeme, Ze a je delitelné styrmi a tromi. Ak je n parne, je n* delitelné styrmi pre kazdé
celé k = 2. Ak je n nepéarne, su ¢initele n — 1 a n + 1 parne ¢isla, takze a je delitelné
Styrmi pre kazdé celé n = 2.

DeliteInost tromi je zrejmé pre n = 3l. Ak n = 31+ 1, pricom [ je celé kladné ¢islo,
je tromi delitelny ¢initel n — 1 (a teda aj ¢islo a). Ak n = 31 + 2 (I je celé nezaporné),
je tromi delitelny ¢initel n + 1. KedZe iné moznosti pre zvysok ¢isla n po deleni tromi
nie su, je ¢islo a delitelné tromi. Tym je pozadovany dokaz ukonceny.

Za Uplny a spravne zdévodneny doékaz dajte 6 bodov, z toho 1 bod za vhodny rozklad ¢isla ¢ na sucin,
po dvoch bodoch za doékazy delitelnosti tromi a Styrmi a jeden bod za spravny zaver.

Delitelnost $tyrmi mozno samozrejme dokazat aj rozborom moznosti n =41, n =41+ 1, n = 4l +

+ 2, n = 4l + 3. Podobne pre delitelnost tromi mozno vyuzit zndme tvrdenie, Ze druhd mocnina celého
¢isla nikdy nedava po deleni tromi zvysSok 2.

2. Dokdzte, Ze pre lubovolné ¢isla a, b z intervalu (1,00) plati nerovnost
(@®>+1)(b* +1) — (a—1)*(b—1)> >4

a zistite, kedy nastane rovnost. (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Dant nerovnost ekvivalentne upravujme:

(a®* +a®> + b2 +1) — (a®> =22+ 1)(b* —2b+ 1) > 4,
(a®b® + a® + b* + 1) — (a*b? — 2ab® + b*) +
+ (2a%b — 4ab + 2b) — (a® —2a + 1) = 4,
2ab(a + b) — 4ab+2(a+b) = 4,
2(a+0b)(ab+1) = 4(ab+ 1),
2(ab+1)(a+b—2) =2 0.

Vzhladom na predpoklad a = 1, b = 1 je a + b = 2, takZe upravend nerovnost zrejme
plati. Rovnost v nej (a teda aj v zadanej) nerovnosti pritom nastane prave vtedy, ked
a+b=2,c¢izea=b=1.

Iné rieSenie. Pri oznaceni m = a?+1 a n = b?+ 1 mozno lavi stranu dokazovane;
nerovnosti prepisat na tvar L = mn—(m—2a)(n—2b) = 2an+2bm—2ab—2ab, z ktorého
vynimanim dostaneme L = 2a(n — b) + 2b(m — a).
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Cisla a, b s z intervalu (1,00), preto 1 = m — a?> < m — a. Odtial 2b(m — a) = 2.
Analogicky dostaneme 2a(n — b) = 2. Teda L 2 4 a rovnost nastava prave vtedy, ked
a=b=1.

Iné rieSenie. Po substiticiia =1+ m a b =1+ n, pricom m,n = 0, ziskd Tava
strana nerovnosti tvar

L= (m?+2m+2)(n? +2n +2) — m?n?

Po roznésobeni, ktoré si staéi iba predstavif, sa zrusi ¢len m?n?, takze L bude stétom
nezapornych ¢lenov, medzi ktorymi bude aj ¢len 2 - 2 = 4. Tym je nerovnost L = 4
dokazana. A kedZe medzi spomenutymi ¢lenmi budi aj 4m a 4n, z rovnosti L = 4
vyplyva m = n = 0, ¢o naopak rovnost L = 4 tiez zrejme zarucuje. To znamena, Ze
rovnost nastéva prave vtedy, ked a = b = 1.

Za plné a spravne zdoévodnené riesenie dajte 6 bodov.

3. Dand je kruznica k so stredom S. KruzZnica | ma vdicsi polomer ako kruznica k,
prechddza jej stredom a pretina ju v bodoch M a N. Priamka, ktord prechadza bodom N
a je rovnobezna s priamkou MS, vytina na kruzniciach tetivy NP a NQ. DokdZzte, Ze
trojuholnik M PQ je rovnoramenny. (Tomas Jurik)

Riesenie. Polomer kruznice k ozna¢me r. Oznacenie vrcholov P, () v trojuholniku
M P() nie je dolezité, preto bez ujmy na vSeobecnosti ozna¢me P ten z bodov priamky
vedenej bodom N rovnobezne s priamkou M S, ktory lezi na kruznici k. Bod ) potom
lezi na kruznici [ a $tvoruholnik NQM S je lichobeznik vpisany do kruznice [ (obr.1). Je
teda rovnoramenny s ramenami MQ a NS dlzky r. Navyse aj tsecky SP a SM maji
dlzku r. Z rovnoramenného trojuholnika N PS a rovnoramenného lichobeznika NQM S
vyplyva rovnost uhlov |{SPN| = |{SNP| = |£MQP|. Priecka PQ teda pretina
priamky SP a M@ pod rovnako velkymi uhlami, a preto (podla vety o sthlasnych
uhloch) st priamky SP a M@ rovnobezné. Stvoruholnik PQM S je teda rovnobeznik,
a kedze |[SM| = |SP| = r, je to dokonca kosoStvorec. Odtial je uz zrejmé, ze trojuholnik
M PQ je rovnoramenny s ramenami PQ a MQ dizky r.

Obr. 1

Poznamka. Existencia tetiv NP a N(Q v zadani je zarucend vdaka predpokladu,

.....
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ten priesec¢nik kruznice k s osou usecky SM, ktory lezi v polrovine SM O, bude stred O
kruznice [ lezat na polpriamke C'E a7 za bodom E (obr.2). Dalsi priese¢nik N oboch

Obr. 2

kruznic preto padne do pasu medzi rovnobezkami SM a NoFE v polrovine OC'S, pricom
Ny je stvrty vrchol kosostvorca s vrcholmi S, M, E. Na to sta¢i ukazat, ze kruznica [
usecky ONy. Toto porovnanie dvoch stran trojuholnika OSSNy jednoducho vyplyva
z porovnania jeho vnatornych uhlov: uhol pri vrchole Ny je najvicsi, lebo oba uhly pri
protilahlej strane OS st mensie ako 60° (trojuholnik ESN je rovnostranny). Lahko
nahliadneme, ze kazda z rovnobeziek uvedeného pasu pretina kazda z oboch kruznic
v dvoch bodoch (vZdy stmerne zdruZenych podla prislusnej osi kolmej na SM).

Tym je dokazana nielen existencia oboch tetiv NP a N(, ale aj to, Ze ich krajné
body P a () lezia na rovnakej strane od bodu N (ako na obr. 1), lebo oba body zrejme
lezia v polrovine opacnej k spomenutej polrovine OC'S.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za zdévodnenie, ze NQM S je rovnoramenny lichobeznik,
1 bod za doékaz zhodnosti uhlov SNP a SPN, 2 body za dokaz, ze PQM S je rovnobeznik a 1 bod

za zddvodnenie |PQ| = |MQ| = r. Existenciu oboch tetiv vySetrovana v zaverecnej pozndmke nie je
nutné dokazovat, pretoze je predpokladom zadania.

4. Urcte vsetky dvojice redlnych cisel x, y, ktoré vyhovuju sustave rovnic

[z +y] = 2010,
lz] —y =p,
ak a)p=2,b)p=3.

Symbol | x| oznacuje najvicsie cel€ cislo, ktoré nie je vicsie ako dané redlne cislo x
(tzv. dolnd celd cast redlneho cisla x). (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Kedze ¢islo p je celé, je ajy = |z| —pcelé ¢islo a [z +y| = || +y. Povodna
stustava rovnic je teda ekvivalentna so stustavou

|z] +y = 2010,

[z] —y =p,
ktort Tahko vyriesime napriklad s¢itacou metédou. Dostaneme |z | = £(2010 + p) (¢o
moze platit len pre parne p) ay = |z| — p.

a) Pre p = 2 je rieSenim ststavy fubovolné = € (1006,1007) a y = 1004.
b) Pre p = 3 nem4 sustava ziadne rieSenie.
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Iné riesenie. Polozme |z| = a, potom x = a + ¢, pricom ¢ € (0, 1).

a) Pre p = 2 stistavu prepiSeme na tvar y = a—2 a [2a—2+t| = 2010. Z poslednej
rovnice vyplyva 2a — 2 = 2010, odtial a = 1006. Kedze ¢ € (0, 1), vyhovuje pévodnej
sustave kazdé x € (1006,1007), pricom y = 1004.

b) Pre p = 3 dostavame y = a — 3 a [2a — 3 + t] = 2010. Posledné rovnica je
ekvivalentné so vztahom 2a — 3 = 2010, ktorému nevyhovuje ziadne celé ¢islo a. Pre
p = 3 nema dana sustava rovnic riesenie.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za vyrieSenie ¢asti a) a 2 body za ¢ast b).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.



