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1. Dokadzte, Ze ak su vsetky cisla p, 3p+ 2, 5p+4, Tp+6, 9p+ 8 a 11p + 10 prvocisla,
tak cislo 6p + 11 je zloZené. (Pavel Novotny)

Riesenie. Predpokladajme, ze vsetky cisla p, 3p+ 2, 5p+4, Tp+6, 9p+8 a 11p+ 10
st prvocislami. Skiimajme, aky zvySok po deleni piatimi moéze davat p, teda pre aké [
z mnoziny {0,1,2,3,4} a nezdporné celé ¢islo k moze platit p = 5k + [.

> Ak p = bk, tak 11p + 10 = 5(11k + 2) nie je prvocislom pre ziadne k.

> Ak p =5k + 1, tak 3p + 2 = 5(3k + 1) je prvocislom jedine pre k = 0, ale potom

p = 1, ¢o nie je prvocislo.

> Ak p = bk + 2, tak Tp + 6 = 5(7k + 4) nie je prvocislom pre Ziadne k.

> Ak p = bk + 3, tak 9p + 8 = 5(9k + 7) nie je prvocislom pre Ziadne k.
Cislo p preto musi byt tvaru 5k + 4. Potom 6p + 11 = 5(6k + 7), ¢o je zlozené &islo pre
kazdé nezaporné celé k.

Poznamka. Najmensie p, pre ktoré sa p, 3p+ 2, bp+4, 7p+ 6, 9p+ 8 a 11p + 10
prvocislami, je p = 2099.

2. Na kratsom z oblikov CD kruZnice opisanej pravouholniku ABCD zvolme bod P.
Pity kolmic z bodu P na priamky AB, AC' a BD oznac¢me postupne K, L a M. Ukazte,
Ze uhol LK M md velkost 45° prdve vtedy, ked ABCD je Stvorec. (Tomas Jurik)

Riesenie. Ukazeme, ze uhol LK M méa rovnaku velkost ako uhol CBD. Odtial zadané
tvrdenie trividlne vyplyva (uhol CBD ma velkost 45° prave vtedy, ked |BC| = |CD|,
¢ize ked ABCD je $tvorec).
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Obr. 1

Body B, K, M, P lezia v tomto poradi na Talesovej kruznici nad priemerom BP.
Pre velkosti obvodovych uhlov nad tetivou PM teda plati |{PKM| = |{PBM|.
Podobne body A, K, L, P lezia v tomto poradi na Téalesovej kruznici nad priemerom AP
a pre velkosti obvodovych uhlov nad tetivou PL méame |{LK P| = |{LAP|. Napokon,
z obvodovych uhlov nad tetivou C' P kruznice opisanej pravouholniku ABC'D dostavame
|{CAP| = |£CBP|.



Z uvedenych rovnosti vyplyva (obr. 1)

|{LKM| = |{LKP|+ |{PKM| = |{LAP| + |{PBM| = |{CAP| +|{PBD| =
— |{CBP| + |£PBD| = |£CBD)|,

éo sme chceli dokézat.

Pozndmka. Uvedeny postup mozno pouzit aj v trividlnom pripade, ked P = C
alebo P = D; vtedy maju niektoré z uvazovanych uhlov nulovt velkost.

Iné rieSenie. Opit dokdzeme, ze uhly LKM a CBD maju rovnaku velkost.
Oznac¢me N pétu kolmice z bodu P na priamku BC'. Body K, L, N lezia na Simsonovej
priamke prislichajicej bodu P a trojuholniku ABC (obr. 2). Na Télesovej kruznici nad
priemerom PB lezia body K, M aj N. Z obvodovych uhlov nad tetivou M N teda
mame

|{LKM| = |4NKM|=|{NBM| = |£CBD|.
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3. Ndjdite najmensie kladné c¢islo x, pre ktoré plati: Ak a, b, ¢, d si lubovolné kladné
cisla, ktorych sucin je 1, potom
1 1 1 1
a® +b" +c"+d" 2 -+ -+ -+ .
a b ¢ d
(Pavel Novotny)

RiesSenie. Nech a, b, ¢, d st lubovoIné kladné ¢isla, ktorych staéin je 1. Podla nerovnosti
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom trojice ¢isel a”, b*, ¢* mame

aw+(§c+cm > Yarhoer = S/dix.

Zvolenim x = 3 v predoslej nerovnosti dostavame %(a?’ +b3+c®) = 1/d. Zrejme rovnako
plati
HaP+ 0P+ d®) 2 1/e, 2P+ P+ )21/, WP+ +dP) 21/
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Sc¢itanim uvedenych styroch nerovnosti dostavame

1 1 1 1
e A e A e T
a b ¢ d

teda pre x = 3 zadana nerovnost vzdy plati.

Ukézeme, ze x = 3 je hladanou najmensou hodnotou, teda Ze pre lubovolné x < 3
zadand nerovnost nie je vzdy splnend. Hladajme Stvoricu, pre ktort nerovnost nebude
platit, v tvare a = b = ¢ = t, d = 1/t3 pre vhodné t (z&vislé na danom x < 3). Pre
takéto a, b, ¢, d vzdy plati abed = 1, a tiez

1
am+bm+cx+dw:3tx+t3—m,
11 1 1 3

=43 >3
bt tTaT T

Ak t > 1, tak 1/t3 < t* a lTav4 strana zadanej nerovnosti je mensia ako 4t%. Aby
nerovnost neplatila, sta¢i zvolit ¢ > 1 tak, aby platilo 3 > 4t*, ¢o je pre z < 3
ekvivalentné s podmienkou

t> V4.

T vieme volbou dostato¢ne velkého ¢ trividlne splnit.

Zdver. Hladané najmensie kladné ¢islo je x = 3.

4. Skumagme, pre ktoré prirodzené cisla n existuju prdve Styri prirodzené c¢isla k take,
Ze ¢islo n + k je delitelom cisla n + k2.
a) Ukadzte, zZe vyhovuje n = 58 a ndjdite prislusné Styri k.
b) Dokdzte, Ze parne n = 2p, kde p = 3, vyhovuje prave vtedy, ked p aj 2p + 1 s
prvocisla.
(Nulu medzi prirodzené ¢isla nepocitame.) (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Z rovnosti n+k? = (k+n)(k —n) +n(n+1) vidime, ze n+k | n+ k? prave
vtedy, ked n + k | n(n + 1). Pocet ¢isel k s touto vlastnostou je teda rovny poctu tych
delitelov ¢isla D = n(n + 1), ktoré su viiésie ako n.

a) V pripade n = 58 z rozkladu na prvocinitele prislusného D = 58 -59 = 22959
vidime, ze delitele ¢isla D vicsie ako 58 sut prave styri: 59, 2-59 =118, 29-59 = 1711
a 2-29-59 = 3422. To st hodnoty 58 + k, takze prislusné k£ st o 58 mensie, teda
postupne k = 1, k = 60, k = 1653 a k = 3364 = 582,

b) Pre parne n = 2p, kde p = 3, plati D = 2p(2p + 1), takze Tahko vypiSeme Styri
delitele cisla D, ktoré su vicsie ako dané n = 2p:

2p+1<22p+1)<p2p+1) <2p(2p+1). (1)
Ak st p, 2p + 1 prvocisla, ziadne iné také delitele ¢islo D zrejme nema, teda n = 2p

spliia vlastnost zo zadania.
Dokéazeme, ze ak asporti jedno z ¢isel p, 2p+ 1 je zloZené, tak D mé okrem delitelov

.....
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Ak je ¢islo p = 3 zlozené, je delitelné niektorym ¢, 2 < ¢ < %p a ¢islo D ma delitela
2q(2p + 1), ktory s vynimkou pripadu g = %p lezi medzi druhym a tretim delitelom
vypisanym v (1):

22p+1) <2q(2p+1) <p(2p+1).

Ak ¢islo p nemd iného netrividlneho delitela okrem g = %p, plati p = 4. Vtedy vsak ani
¢islo 2p + 1 = 9 nie je prvocislo, takze piateho delitela ndjdeme podla nasledujiceho
odseku.

Ak (neparne) ¢islo 2p + 1 je zlozené, tak je delitelné niektorym ¢, 3 < ¢ < p,
a ¢islo D ma delitela 2pq, ktory lezi medzi druhym a tretim delitelom vypisanym v (1):

1 1
22p+1) <2pg<p(2p+1), lebo q>2+2—9 aqg<p+ 3

Ekvivalencia z ¢asti b) je tak dokazana.

5. V kazdom z vrcholov pravidelného n-uholnika A1 As ... A, leZi urcity pocet minci: vo
vrchole Ay, je to prave k minci, 1 < k < n. Vyberieme dve mince a preloZime kaZdi
z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere a druhd proti smeru chodu
hodinovych ruciciek. Rozhodnite, pre ktoré n mozno po konecnom pocte takych preloZeni
dosiahnut, Ze pre lubovolné k, 1 < k < n, bude vo vrchole Ay leZat n + 1 — k minci.

(Radek Horensky)

RieSenie. Ozna¢me kazdd mincu ¢islom vrcholu, na ktorom lezi (teda ¢islom z mnoziny
{1,2,...,n}) a po kazdom prelozeni dvojice minci oznacenie upravme. Sledujme, ako
sa zmeni sucet S vsetkych ¢isel priradenych minciam po jednom prelozeni.

Ak neprekladame mince medzi vrcholmi A; a A,,, sicet sa nezmeni, lebo na jednej
jednu mincu z A; do A,, a druht1 z A,, do A;. Ak prelozime jednu mincu z A; do A,
a druht z A; do A;41 (kde 1 < ¢ < n — 1), stfet S stipne o (n — 1) +1 = n. Ak
naopak prelozime jednu mincu z A,, do A; a druhti z A;;; do A; (kde 1 £ i< n—1),
sucet S klesne o n. Z uvedeného vyplyva, ze zvysok suctu S po deleni ¢islom n sa nikdy
nezmenti.

V pociatocnej pozicii ma siucet S hodnotu

i 1
1-14+2-2+--. ‘n = K2 == 1)(2n+1
+ +--+n-n ,;_1 6n(n—i— )(2n + 1),

v zelanej konecénej pozicii ma S hodnotu

ik(n—i—l—k) = (n+l)ik—ik2 =
k=1 k=1 k=1
- %n(n 12— Inmt 1)@n+1) = %n(n +1)(n+2)

(=2}

(vyuzili sme zname vzorce pre sucet prvych a druhych mocnin ¢isel od 1 po n). Aby
bolo mozné presunit mince z pociato¢nej do zelanej konecnej pozicie, musia uvedené
dve hodnoty dévat rovnaky zvySok po deleni n. To je mozné len vtedy, ked ich rozdiel
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In(n + 1)(n — 1) je delitelny n, ¢ize ked ¢&islo g(n + 1)(n — 1) = £(n? — 1) je celé.
Dosadenim jednotlivych zvyskovych tried modulo 6 lahko overime, Ze tdto podmienka

je splnend prave vtedy, ked n dava po deleni Siestimi zvySok 1 alebo 5.

Ostéava ukazat, ze pre takéto n vieme mince poprekladat pozadovanym sposobom.
Popiseme jeden z moznych postupov. Mincu, ktora je na zaciatku vo vrchole Aq,
nazvime M. VSetky mince budeme prekladat v rovnakom smere, jedine mincu M (ktoru
prelozime v kazdom kroku bez toho, aby by sme to v nasledujiicom odseku pripominali)
budeme prekladat opaénym smerom a dodrziavat tak zadané pravidla prekladania.

Am+1

Obr. 3

Ozna¢me n = 2m + 1 (zrejme uvazované hodnoty n st neparne). Mince budeme
prekladat tak, ako je znézornené na obr. 3. Najprv prelozime n — 1 minci z vrcholu A,
na vrchol A; (posun o 1), potom n — 3 minci z vrcholu A4,,_; na vrchol Ay (posun o 3),
atd., az napokon prelozime 2 mince z vrcholu A, 2 na vrchol A,, (posun o n—2). Tym
dosiahneme, nepocitajic mincu M, ze v kazdom vrchole bude pozadovany pocet minci,
len vo vrchole A; bude n — 1 minci. Vypocitajme, kde sa po uvedenych prelozeniach

nachadza minca M.
Celkovy pocet prelozeni bol

T=(m-1)1+n-3) -3+ +2:-(n—2)=Y k(n-
k=1
m m 1
Cm+1)Y k=Y E=-mm+1)2m+1)— -mm+1)2m+1) =
; ; ) ) 5 ( ) )

= %m(m +1)(2m+1) = %m(m + )n.

Pritom m(m + 1) = $(n + 1)(n — 1) je ¢islo delitelné tromi, lebo n nie je ndsobkom
troch. Takze T je celociselnym nasobkom n a minca M sa po prislusnom pocte okruhov
ocitla opét vo vrchole A;. V nom je preto tiez pozadovany pocet n minci.

Odpoved. Pozadovany stav je mozné dosiahnut prave vtedy, ked n déva po deleni

Siestimi zvysok 1 alebo 5.



6. V rovine w su dané dva rozne body O a T. Ndjdite mnoZinu vrcholov vsetkych
trojuholnikov, ktoré leZia v rovine w a majiu tazisko v bode T a stred opisanej kruZnice
v bode O. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Vezmime nejaky bod A z roviny w. Aby mohol byt vrcholom trojuholnika
opisaného v zadani, musi byt rézny od bodov O a T'. PopiSeme vSeobecni konstrukciu
trojuholnika ABC', v ktorom mame dany vrchol A, stred opisanej kruznice O a tazisko T’
(pre trojicu navzajom roznych bodov A, O, T'). Potom zistime, pre ktoré body A takyto
trojuholnik nie je mozné skonstruovat.

Nech A’ je stred strany BC. Bod A’ je obrazom bodu A v rovnolahlosti so stre-
dom T a koeficientom —%. Ak A’ #£ O, body B a C' lezia na kolmici p na priamku O A’
vedenej bodom A’ a zaroven na opisanej kruznici k£ so stredom O a polomerom OA

(obr. 4).

Obr. 4

K danému bodu A vieme vzdy zostrojit bod A’ ako jeho obraz v uvedenej rovnolah-
losti. Predpokladajme najprv, ze A’ # O. Aby sme dostali dva rozne body B a C, musi
byt priamka p se¢nicou kruznice k. To nastava prave vtedy, ked |OA’| < |OA|. Oznacme
O’ obraz bodu O v rovnolahlosti so stredom 7" a koeficientom —2. Plati |0’ A| = 2|0 A’|,
preto konstrukéntt podmienku moézeme zapisat v tvare |O’A| < 2|OA|. Takze bod A
musi lezat mimo kruhu uréeného Apolléniovou kruznicou! m(S;|ST|), kde S je bod
stmerne zdruzeny s bodom 7' podla bodu O (obr.5).

Ak teda A’ # O, ¢ize A # O, dostaneme konstrukciou tri body A, B, C. Tie budua
vrcholmi vyhovujticeho trojuholnika, ak nelezia na priamke. Na priamke lezia, ked je
priamka BC totozné s priamkou AT, t.]j. ked priamka OA’ je kolma na AT. Bod A’
preto nesmie lezat na Talesovej kruznici nad priemerom OT a (po ,zobrazeni“ tejto
podmienky v rovnolahlosti so stredom T a koeficientom —2) bod A nesmie lezat na
Télesovej kruznici nad priemerom O'T (obr. 6).

! Pre dané dva rézne body P, @ a kladné &islo k # 1 je Apolléniova kruznica mnozina bodov X, pre
ktoré plati |[PX| = k|QX|. Stred Apolléniovej kruznice lezi na priamke PQ, rovnako ako dva body
kruznice, ktoré vieme pre dané k jednoducho zostrojit.
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Obr. 5 Obr. 6

V pripade, Ze bod A je totozny s bodom O’, t.j. A’ = O, namiesto kolmice p mozeme
zobrat lubovolnt priamku (roznu od AT') prechddzajicu bodom O (obr. 7). Dostaneme
tak nekonecéne vela roznych trojuholnikov ABC' s pravym uhlom pri vrchole A, ktoré
spliiaji vietky podmienky zadania.

B
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Obr.7

Zdver. Hladanou mnozinou bodov je vonkajsia oblast kruznice m okrem bodov
leziacich na Téalesovej kruznici nad priemerom O’T, pricom bod O’ do hfadanej mnozZiny
tiez patri (obr. 8).

)

Obr. 8

Pozndmka. Hladan&d mnozina bodov sa da popisat analyticky bez toho, aby sme
vyuzili poznatok o Apolléniovej kruznici.



