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69. roénik Matematickej olympiady
2019/2020 Navodné tlohy domaceho kola kategorie A

V prvej éasti textu pod zadanim kaZdej zo Siestich sttaZznych tloh
nijdete zadania navodnych a dopliiajacich tloh. Tie isté tilohy aj s rieSe-
niami (resp. odpovedami a nidznakmi rieSeni ¢i odkazmi na rieSenia v nasom
archive) najdete v druhej Casti textu.

1. Pre kladné redlne ¢isla a, b, ¢, d spliajice nerovnosti a > b, ¢ > d plati
a+b>cH+d, ab < cd.

Dokdzte, Ze potom nutne plati a > ¢ > d > b. (Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Stucet kladnych cisel a, b je nanajvys 16. Aka je najvécsia mozna hodnota ich
sucinu?

N2. Sucin kladnych cisel a, b je aspon 16. Aké je najmensia mozna hodnota ich
suctu?

D1. Reélne ¢isla aq, as, b1, by spiﬁajﬁ a1 > ag a by > be. Dokazte, ze a1b1 + azbs >
> a1by + asb.

D2. [Permuta¢na nerovnost] Nech z; > xo > ... > x, st redlne ¢isla a nech y;,
Y2, ---,Yn je nejaké poradie pevne danych navzajom roznych redlnych cisel
21, 29,...,2n. Potom je vyraz

T1Y1 + T2Y2 + ... + TpYn

maximalny prave vtedy, ked je y1 > ya > ... > y,. Dokézte.

2. DokdZzte, Ze pocet moZnosti, ako sa dd utvar na obr. 1 vydldzdit dominovymi kockami,
je druhou mocninou celého ¢isla. (Dominovd kocka pokrijva vidy dve policka susediace
stranou. ) (Josef Tkadlec)

Obr. 1

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokézte, ze pocet spdsobov, ako mozno na Sachovnici 8 x 8 umiestnit maxi-
malny pocet strelcov tak, aby sa ziadni dvaja navzajom neohrozovali, je druha
mocnina prirodzeného cisla.



N2.

D1.
D2.

D3.

Kolkymi sposobmi mozno vydlazdit dominovymi kockami Sachovnicu 8 x 8,
z ktorej st odrezané dve protilahlé rohové policka?

Kolkymi spdsobmi mozno pokryt dominovymi kockami obdlznik 2 x 10?
Majme Sachovnicu 8 x 8 a ku kazdej ,hrane®, ktord oddeluje dve jej policka,
napisme prirodzené ¢islo, ktoré udava pocet spésobov, ako mozno celi Sachov-
nicu rozrezat na obdlznicky 2 x 1 tak, aby doty¢na hrana bola st¢astou rezu.
Urcte poslednu cifru suctu vsetkych takto napisanych ¢isel.

Ukézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje utvar, ktory mozno kockami
domina vydlazdit presne n spésobmi.

3. Vnatri strain AB a AC daného trojuholnika ABC' st zvolené postupne body P a Q.
Oznacme R priesecnik priamok BQ a C'P a p, q, r postupne vzdialenosti bodov P, @,
R od priamky BC'. Dokdzte, Ze plati

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

NI.

N2.
D1.

D2.

D3.

Dany je konvexny stvoruholnik ABC'D s priese¢nikom uhlopriecok P. Dokézte,
ze plati
Sapp - Scpp = Sppc - Sppa-

Dokéazte, ze v konfiguracii zo zadania tlohy plati Sprc > Sprg-

Body P a (@) lezia v tej istej polrovine urcenej priamkou [. Ich kolmé priemety
na priamku [ ozna¢me ako P’ a @)’ a prieseénik priamok PQ’ a P'Q ako R.
Dokazte, ze pre vzdialenosti p, ¢, 7 bodov P, @), R od priamky [ plati

+

1
r

T
=

Dany je bod X vnutri trojuholnika ABC. Dokéazte, ze ak oznac¢ime D priesec-
nik priamok AX a BC, plati

Saxs _ |BD)
Saxc  |DC|

[Cevova veta (Cast)] Na strandch BC, CA a AB trojuholnika ABC st po-
stupne zvolené body D, E a F tak, ze sa priamky AD, BE a C'F pretinaja
v jednom bode. Dokazte, ze potom plati

|BD| |CE| |AF|
\DC| |EA| |FB|

1.



4. Hovorime, Ze podmnozina P mnoZiny M = {1,2,3,...,42} je polovicata, ak obsahuje
21 prvkov a kazdé zo 42 cisel v mnozZindch P a Q = {7x; x € P} ddva po deleni
cislom 48 iny zvysok. Urcte pocet polovicatych podmnozZin mnozZiny M.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dané je prvocislo p, mnozina U = {0, 1,...,p— 1} a prirodzené ¢islo a neside-
litelné s p. Dokazte, ze ziadne dve €isla z mnoziny V = {0a, la,...,(p — 1)a}

nedavaja rovnaky zvysSok po deleni prvocislom p.

N2. [,Sedemnésobok je jednoznaény*| Pri oznaceni z tlohy dokazte, ze pre kazdé
xr € M existuje prave jedno y € M také, ze x = 7y (mod 43) (Citajte ako ,x
dava rovnaky zvysSok ako 7y po deleni 43%).

N3. Aké zvysky davaju mocniny siedmich po deleni 437 Ak je 1 € P, ¢o mozno
povedat o prislusnosti tychto zvySkov do mnozin P a @ zo zadania tlohy?

D1. Dané je prvocislo p, mnozina U = {1,...,p — 1} a jej prvok a. Dokézte, ze
potom existuje prave jeden prvok b € U taky, ze ab dava zvySok 1 po deleni
p.

D2. [Mal4 Fermatova veta] Dané je prvocislo p a prirodzené ¢islo a nesidelitelné
s p. Dokézte, ze potom p | a?P~! — 1.

D3. [Wilsonova veta] Dokazte, ze pre kazdé prvoéislo p plati p | (p — 1)! + 1.

5. V rovine su dané€ dva rozne body O a A. Urcte mnoZinu ortocentier vsetkych
trojuholnikov ABC, pre ktorée je bod O stredom kruznice opisanej. (Pavel Salom)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dany je trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysSok V. Dokazte, ze | BV C| =
= 180° — |[{BAC.

N2. Dany je trojuholnik ABC s priese¢nikom vysok V. Dokézte, ze obraz V'
bodu V' v stmernosti podla priamky BC' padne na kruznicu opisani troj-
uholniku ABC. Dokézte, Ze to isté plati aj pre obraz V" bodu V' v stimernosti
podla stredu tusecky BC.

N3. Dany je trojuholnik ABC's priese¢nikom vysSok V. Z tlohy N2 vieme, Ze obraz
V" bodu V v stredovej simernosti podla stredu strany BC' lezi na kruznici
opisanej. Dokézte navyse, ze AV" je priemerom tejto kruznice.

N4. Dana je kruznica k so stredom S a vnutri nej bod X. Uréte mnozinu stredov
vSetkych tetiv kruznice k, ktoré prechadzaju bodom X.

N5. Dana je kruznica k so stredom S a vnutri nej bod X. Urcte mnozinu bodov,
ktoré su stredom nejakej jej tetivy, ktora neobsahuje bod X.

D1. [Feuerbachova kruznica] Dany je trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysok V'
a stredom O kruznice opisanej. Dokazte, ze stredy jeho stran, stredy spojnic
vrcholov s jeho ortocentrom a péty jeho vysok lezia na jednej kruznici, ktorej
stred je navyse stredom tsecky VO.

D2. V rovine w st dané dva rézne body O a T'. Najdite mnozinu vrcholov vsetkych
trojuholnikov, ktoré lezia v rovine w a maju tazisko v bode T' a stred opisanej
kruznice v bode O.



6. Najdite vsetky trojice a, b, ¢ kladnych celych cisel takych, Ze sucin
(a 4+ 2b)(b+ 2¢)(c+ 2a)

je rovny mocnine niektorého prvocisla. (Jaromir Sims3a)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte vSetky dvojice celych kladnych ¢isel a a b, pre ktoré je suéin (a+ 2b)(b+
+ 2a) mocninou niektorého prvodisla p.

N2. Najdite vSetky trojice a, b, ¢ kladnych celych ¢isel takych, ze saéin (a+b)(b+
+ ¢)(c + a) je rovny mocnine niektorého prvodisla.

D1. Pre navzajom rozne prirodzené cisla a, b, ¢ plati, ze

(a+b+c)| (a+2b)(b+ 2¢)(c+ 2a).

Dokazte, ze ¢islo a + b + ¢ je zlozené.

Na nasledujtcich stranich najdete tie isté navodné a dopliajtce tlohy
eSte raz, avSak doplnené o vysledky s naznakmi rieseni ¢i o odkazy na nas
archiv.



1. Pre kladné redlne ¢isla a, b, c, d spliajice nerovnosti a > b, ¢ > d plati

a+b>cH+d, ab < cd.

Dokadzte, Ze potom nutne plati a > ¢ > d > b. (Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Sucet kladnych c¢isel a, b je nanajvys 16. Aka je najvic¢sia mozna hodnota ich
stc¢inu? [64. Do sucinu ab dosadte vyjadrenie a = p+ € a b = p — ¢, pricom
p < 8 je aritmeticky priemer cisel a a b.]

Sucin kladnych cisel a, b je aspon 16. Aka je najmensia moznd hodnota ich
suc¢tu? [8. Pouzite rovnaké vyjadrenie ¢isel a, b ako v N1 a dokézte, ze z ab =
= 16 vyplyva p = 4.]

Realne ¢isla a1, ao, by, b spiﬁajﬁ a1 > as a by > by. Dokazte, ze a1b1 + asby >
> a1by + a2b;. [Dokazovant nerovnost ekvivalentne upravte na (a; — ag)(by —

— bg) > 0]

[Permutacnd nerovnost] Nech x; > x9 > ... > x, st redlne ¢isla a nech yq,
Ya2,---,Yn je nejaké poradie pevne danych navzajom roznych redlnych cisel
21, %9,...,2n. Potom je vyraz

T1y1 +T2yY2 + ... + TpYy

maximalny prave vtedy, ked je y;3 > y2 > ... > y,. Dokdzte. [Staci ukazat, ze
usporiadania, ktoré nespliiaji y1 > y2 > ... > y,, mozno vylepsit ,prehode-
nim“ jednej dvojice. To riesi uloha D1, ktora je vlastne tlohou D2 pre n = 2.]

2. Dokadzte, Ze pocet mozZnosti, ako sa dd dtvar na obr. 2 vydlazdit dominovymi kockams,
je druhou mocninou celého ¢isla. (Dominovd kocka pokryva vidy dve policka susediace

stranou. )

(Josef Tkadlec)

Obr. 2

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

NI1.

N2.

Dokézte, ze pocet spdsobov, ako mozno na Sachovnici 8 x 8 umiestnit maxi-
malny pocet strelcov tak, aby sa ziadni dvaja navzajom neohrozovali, je druha
mocnina prirodzeného ¢isla. [Nepocitajte, iba rozdelte na dve podulohy —
rozmiestnenia strelcov na ¢ierne a na biele policka s navzajom nezavislé.]

Kolkymi sposobmi mozno vydlazdit dominovymi kockami Sachovnicu 8 x 8,
z ktorej st odrezané dve protilahlé rohové policka? [Ned4 sa ziadnym sposo-
bom: ak st odrezané policka biele, je nutné pokryt 30 bielych a 32 ¢iernych
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D1.

D2.

D3.

poli¢ok, pritom Iubovolne umiestnend kocka domina pokryje vzdy 1 biele a 1
¢ierne policko.]

Kolkymi sposobmi mozno pokryt dominovymi kockami obdlZnik 2 x 10? [Po-
stupujte indukciou pre obdlzniky 2 x n. Nijdete tak stvislost s Fibonacciho
¢islami v podobe rovnosti p(n) = p(n — 1) + p(n — 2), pri¢om p(n) oznacuje
pocet moznych vydlazdeni obdlznika 2 x n. Vysledok je 89.]

Majme Sachovnicu 8 x 8 a ku kazdej ,hrane“, ktord oddeluje dve jej policka,
napisme prirodzené cislo, ktoré udava pocet spésobov, ako mozno celtl Sachov-
nicu rozrezat na obdlznicky 2 x 1 tak, aby doty¢na hrana bola stc¢astou rezu.
Uréte poslednt cifru saétu vsetkych takto napisanych éisel. [63-A-I1I-3. Aky
je prispevok jedného vydlazdenia do celkového suctu?]

Ukézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje utvar, ktory mozno kockami
domina vydlazdit presne n spdsobmi. [Postupujte indukciou. Staéi vhodne
sprilepovat“ stale rovnaky kus. (obr. 3)]

7 0

Obr. 3

3. Vnatri strain AB a AC daného trojuholnika ABC' su zvolené postupne body P a Q).
Oznacéme R priesecnik priamok BQ a C'P a p, q, v postupne vzdialenosti bodov P, Q,
R od priamky BC'. Dokdzte, Ze plati

1 1 1
o>
p q r
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

NI1.

N2.

D1.

Dany je konvexny stvoruholnik ABC'D s priese¢nikom uhlopriecok P. Dokézte,
ze plati
Sapp - Scpp = Sppc - Sppa-

[Vyjadrite obsahy vSetkych Styroch trojuholnikov pomocou takych zakladni,
ktoré lezia na jednej uhlopriecke Stvoruholnika ABCD.]

Dokazte, ze v konfiguracii zo zadania ulohy plati Sprc > Sprg. [Porovnajte
obsahy trojuholnikov BCP a BQP.]

Body P a (@) lezia v tej istej polrovine urcenej priamkou /. Ich kolmé priemety
na priamku [ oznac¢me ako P’ a )’ a prieseénik priamok PQ’ a P'Q ako R.
Dokéazte, ze pre vzdialenosti p, ¢, » bodov P, @), R od priamky [ plati

[Uvazujte o vhodnych dvojiciach podobnych trojuholnikov, ktoré st uréené
zadanymi bodmi a ich kolmymi priemetmi na priamku /.]
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D2. Dany je bod X vnutri trojuholnika ABC'. Dokézte, ze ak oznac¢ime D priesec-
nik priamok AX a BC, plati
SAaxB B |BD|
Saxc |DC|
[Nakreslite priamku AX vodorovne. Potom vynikne, Ze oba zlomky sa rovnaju
podielu vzdialenosti bodov B a C' od priamky AX ]
D3. [Cevova veta (¢ast)] Na stranach BC, CA a AB trojuholnika ABC st po-
stupne zvolené body D, E a F tak, ze sa priamky AD, BE a C'F pretinaju
v jednom bode. Dokazte, ze potom plati

|BD| |CE| |AF|

=1.
|DC| |EA| |FB
[Vyuzite trikrat vysledok tlohy D2.]
4. Hovorime, Ze podmnozina P mnoziny M = {1,2,3,...,42} je polovicatd, ak obsahuje

21 prvkov a kazdé zo 42 cisel v mnoZindch P a Q = {7x; x € P} ddva po deleni
cislom 43 iny zvysok. Urcte pocet polovicatych podmnoZin mnoZiny M.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dané je prvoéislo p, mnozina U = {0, 1,...,p— 1} a prirodzené ¢islo a neside-
litelné s p. Dokazte, ze ziadne dve €isla z mnoziny V = {0a, la,...,(p — 1)a}

nedavaju rovnaky zvySok po deleni prvoécislom p. [Predpokladajte opak a ku
sporu dovedte fakt, Ze p deli rozdiel nejakych dvoch ¢isel z mnoziny V.|

N2. [,Sedemnasobok je jednoznaény“| Pri oznaceni z tlohy dokazte, ze pre kazdé
x € M existuje prave jedno y € M také, ze z = Ty (mod 43) (¢itajte ako ,x
dava rovnaky zvySok ako 7y po deleni 43“). [Podla N1 pre p =43 aa =7
sa medzi nasobkami 7 vSetkych nenulovych zvyskov objavi kazdy nenulovy
zvySok prave raz, teda aj vopred zvoleny zvySok .|

N3. Aké zvysky davaji mocniny siedmich po deleni 437 Ak je 1 € P, ¢o mozno
povedaft o prislusnosti tychto zvyskov do mnozin P a Q zo zadania tlohy? [1,
7, 6, 42, 36, 37. Dalej si rozmyslite, pre¢o v pripade 1 € P je uz prislugnost
ostatnych piatich uréenych zvyskov do mnozin P a @ urcenad jednoznacne:
6,36 € P a7,42,37 € Q.]

D1. Dané je prvocislo p, mnozina U = {1,...,p — 1} a jej prvok a. Dokézte, ze
potom existuje prave jeden prvok b € U taky, ze ab dava zvysok 1 po deleni
p. [Podla N1 je medzi ,ndsobkami* ¢isla a zastipeny kazdy mozny zvysok po
deleni p prave raz. Teda aj zvySok 1.]

D2. [Mal4 Fermatova veta] Dané je prvocislo p a prirodzené ¢islo a nesidelitelné
s p. Dokézte, Ze potom p | a?~1 — 1. [Podla N1 stt mnoziny U a V (po redukcii
na zvysky po deleni p) zhodné. Rovnat sa tak musia aj st¢iny ich nenulovych
prvkov. Co vyjde?]

D3. [Wilsonova veta] Dokézte, ze pre kazdé prvocislo p plati p | (p — 1)! + 1.
[Tvrdenie je trividlne pre p € {2,3}. V pripade p = 5 zo stéinu vySkrtneme
vSetky dvojice ¢initelov, ktorych sucin dava po deleni p zvySok 1. Ktoré dve
¢isla zvysia (lebo tvoria takd dvojicu sami so sebou)?]



5. V rovine su dané€ dva rozne body O a A. Urcéte mnoZinu ortocentier vsetkiych
trojuholnikov ABC', pre ktoré je bod O stredom kruznice opisanej. (Pavel Salom)

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

Dany je trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysok V. Dokazte, ze | BV C| =
= 180° — |{ BAC|. [Nezabudnite na pripad, ked je trojuholnik ABC tupouhly.]
Dany je trojuholnik ABC s prieseénikom vysok V. Dokézte, ze obraz V'
bodu V' v stmernosti podla priamky BC padne na kruznicu opisana troj-
uholniku ABC'. Dokézte, ze to isté plati aj pre obraz V" bodu V' v stimernosti
podla stredu usecky BC'. [V oboch ddkazoch vyuzite vysledok tilohy N1.]
Dany je trojuholnik ABC' s prieseénikom vysok V. Z tlohy N2 vieme, ze
obraz V" bodu V v stredovej stmernosti podla stredu strany BC' lezi na
kruznici opisanej. Dokazte navyse, ze AV” je priemerom tejto kruznice. [Vdaka
stredovej stimernosti plati CV || BV", a preto z CV | AB vyplyva BV" L
1 AB\]

Dana je kruznica k so stredom S a vnutri nej bod X. Urcte mnozinu stredov
vSetkych tetiv kruznice k, ktoré prechadzaju bodom X. [V pripade X = S sa
jednd o mnozinu {S}, v pripade X # S o Téalesovu kruznicu nad priemerom
XS]

Dana je kruznica k so stredom S a vnutri nej bod X. Urcte mnozinu bodov,
ktoré su stredom nejakej jej tetivy, ktora neobsahuje bod X. [Na konstrukciu
tetivy s danym stredom vyuzite fakt, ze os kazdej tetivy prechadza stre-
dom kruznice. Kedy vsSak tato konstrukcia vedie k tetive, ktora bodom X
prechddza? Hladanou mnoZinou je vnutro kruznice k, a to v pripade X =
= S s vynimkou jediného bodu S, v pripade X # S si vylucené vsetky
body Télesovej kruznice nad priemerom X .S okrem bodu S (ktory tentoraz do
vyslednej mnoziny naopak patri).]

[Feuerbachova kruznica] Dany je trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysSok V
a stredom O kruznice opisanej. Dokazte, ze stredy jeho stran, stredy spojnic
vrcholov s jeho ortocentrom a péty jeho vysSok lezia na jednej kruznici, ktorej
stred je navySe stredom tusecky VO. [Vyuzite vysledok tlohy N2 a pouzite
rovnolahlost H(V, 1).]

V rovine w st dané dva rozne body O a T'. N4djdite mnozinu vrcholov vSetkych
trojuholnikov, ktoré lezia v rovine w a maju tazisko v bode T a stred opisanej
kruznice v bode O. [58-A-111-6]

6. Najdite vsetky trojice a, b, ¢ kladnych celych cisel takych, Ze sucin

(a 4+ 2b)(b+ 2¢)(c+ 2a)

je rovny mocnine niektorého prvocisla. (Jaromir Sims3a)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

NI.

Uréte vSetky dvojice celych kladnych ¢isel a a b, pre ktoré je suéin (a+ 2b)(b+
+ 2a) mocninou niektorého prvoéisla p. [a = b = 3*, pricom k = 0. Zo ststavy
rovnic a + 2b = p“ a b+ 2a = pY vyjadrite nezname a, b a dokazte, ze ich
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N2.

D1.

hodnoty st obe kladné, len ked sa prirodzené ¢isla u a v rovnaju — potom ale
aj a=".]

Najdite vSetky trojice a, b, ¢ kladnych celych ¢isel takych, ze saéin (a+b)(b+
+ ¢)(¢ + a) je rovny mocnine niektorého prvocisla. [Dokazte, ze aspon jedna
zatvorka je parna, a preto p = 2. Pri usporiadani a = b = ¢, ktoré mozeme
predpokladat, bude pre tri mocniny a + b, a + ¢, b + ¢ ¢isla 2 platit a + b =
Za+c2b+c Keby a+ b, a+ c boli rézne mocniny ¢isla 2, bola by prva
aspon dvojnasobkom druhej, t.j. a+b = 2(a+ ¢), odkial by vyplyvalo b = a+
+ 2¢ > a, a to je spor s a = b. Preto musi platit a +b = a + ¢, ¢ize b = c.
To uz vedie k zaveru, Ze tlohe okrem fahko uhadnutelnych trojic (2%, 2%, 2%)
vyhovujt v fubovolnom poradi aj trojice &isel (2" — 2%, 2% 2%) pricom 0 <
< k <n—1, a ze ziadne iné rieSenia neexistuju.]

Pre navzajom rézne prirodzené cisla a, b, ¢ plati, ze

(a+b+c)| (a+2b)(b+ 2¢)(c+ 2a).
Dokézte, ze ¢islo a + b+ ¢ je zlozené. [Ak by a + b + ¢ bolo prvoéislom, delilo

by jednu zo zatvoriek, povedzme a + 2b, a teda by delilo aj rozdiel a + 2b —
—(a+b+c¢) =b— ¢, takze by platilo a + b+ ¢ < |b — ¢|, ¢o je spor.]



