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69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Navodné tlohy domaceho kola kategorie B

V prvej éasti textu pod zadanim kaZdej zo Siestich sttaZznych tloh
nijdete zadania navodnych a dopliiajacich tloh. Tie isté tilohy aj s rieSe-
niami (resp. odpovedami a nidznakmi rieSeni ¢i odkazmi na rieSenia v nasom
archive) najdete v druhej Casti textu.

1. V redlnom obore uvaZujme sustavu rovnic

s menulovym realnym parametrom a.
a) Najdite vsetky hodnoty a, pre ktoré md uvedend sustava riesenie.
b) Dokdzte, Ze pre lubovolné riesenie (x,y) tejto siustavy plati x% + |y| = 4.
(Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Pre ktoré hodnoty readlneho parametra a ma siistava rovnic

22 442 = a,
2x2+y2:a2

rieSenie v obore realnych cisel?
N2. V obore redlnych cisel rieste stistavu rovnic

T +y—z=2a,
x—y+z=20b,
—x+y+z=2c

s redlnymi parametrami a, b, ¢
N3. Pre nezaporné reédlne ¢isla a, b plati tzv. nerovnost medzi aritmetickym
a geometrickym priemerom (AG-nerovnost)

\/@ga;.

Dokézte. Kedy nastane rovnost?
N4. Dokézte, ze pre lubovolné kladné ¢isla a, b, ¢, d plati

(ab+cd)<$ + %) = 4.



D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

D8.

Dokézte, ze pre Tubovolné éisla a, b z intervalu (1, 00) plati nerovnost
(@ +1)(*+1) = (a—1)*(b—1)? = 4

a zistite, kedy nastane rovnost.

Najdite vsetky redlne &isla x a y, pre ktoré vyraz 222 + 3% — 22y + 22 + 4
nadobuda svoju najmensiu hodnotu.

Dokézte, ze pre lubovolné kladné realne ¢isla a, b plati

2(a® +3ab+b%) _a+b
vVab < <
b=y = 2

a pre kazda z oboch nerovnosti zistite, kedy prechiddza na rovnost.
Najdite najmensiu mozni hodnotu vyrazu

322 — 122y + y*,

v ktorom x a y st fubovolné celé nezdporné ¢isla.
Urcte najmensiu hodnotu vyrazu

2

V=a’+_——,
S s

pricom z je Tubovolné realne ¢islo. Pre ktoré x vyraz V tato hodnotu nado-
buda?
Uréte vSetky dvojice (z,y) redlnych ¢isel, pre ktoré plati nerovnost

1 1 T 2
(as+y)<——|——> > (—+3> .
Ty y
Urcéte vsetky redlne cisla p také, ze pre Tubovolné kladné ¢isla x, y plati
nerovnost
x® +py’
— > ay.
r+vy

N3jdite vietky mozné hodnoty stuctu z+y, kde redlne ¢isla z, y spliiaja rovnost
23+ y3 = 3ay.

2. Prirodzené ¢islo n md aspon 73 dvojcifernych delitelov. DokdZte, Ze jednym z nich je

¢islo 60.

Uvedte tieZ priklad ¢isla n, ktoré md prdve 738 dvojcifernych delitelov, vrdtane

ndleZitého zdovodnenia. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.
N4.

Prirodzené ¢islo n nie je delitelné siedmimi. Dokazte, Ze ma nanajvys 85
delitelov mensich ako 100.

Néjdite prirodzené ¢islo n, ktoré nie je delitelné siedmimi a mé préave 85 deli-
telov mensich ako 100.

Kolko dvojcifernych delitelov ma ¢islo 202020197

Kolko dvojcifernych delitelov ma ¢islo 22 - 33 - 44 . 5% .65 . 772
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N5.
D1.
D2.
D3.
D4.

D5.

D6.

D7.

Ds.

D9.

Kolko dvojcifernych delitelov méa ¢islo 50! =50-49 -48 -...-2-17

Kolko dvojcifernych delitelov m4 ¢islo 20!7

Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré méa n! viac dvojcifernych delitelov
ako (n — 1)\

Existuje prirodzené ¢islo n, ze n! je delitelny prave polovicou zo vSetkych
dvojcifernych cisel?

Najdite najmensie prirodzené ¢islo k také, Ze kazda k-prvkova mnozina troj-
cifernych po dvoch nestudelitelnych ¢isel obsahuje aspon jedno prvocislo.

Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najviiési pocet éisel tak, aby sucet
ziadnych dvoch vybranych ¢isel nebol ndsobkom jedenéstich. Vysvetlite, preco
¢isel nevyhovuje.

Néajdite najmensie prirodzené ¢islo k, pre ktoré plati: Ak vyberieme lubo-
volnych k réznych ¢isel z mnoziny {1,4,7,10,13,...,1999}, potom medzi
vybranymi existuju dve rozne ¢isla, ktorych stcet sa rovna 2 000.

Uréte najmensie prirodzené ¢islo k, pre ktoré plati: Ak vyberieme Iubovolnych
k roznych ¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2000}, tak medzi vybranymi éislami
existuju dve, ktorych sucet alebo rozdiel je 667.

Najdite vsetky prirodzené cisla, ktoré maju rovnaky pocet parnych a nepar-
nych delitelov.

Sucin vietkych kladnych delitelov prirodzeného é&isla n je 2015, Uréte n.

3. Nech AC je priemer kruznice opisanej tetivovému stvoruholniku ABCD. Predpokla-
dagme, Ze na polpriamkach opacnych k polpriamkam AD a DC' existuji postupne body

A" #£ A a C' # D také, Ze plati

AB| = |A'B| a |BC| = |BC’|. Dokazte tvrdenia:

a) Body A’, B, C' a D leZia na jednej kruznici k.
b) Ak je O stred kruznice k a O, O¢ si postupne stredy kruinic opisangch

trojuholnikom AA’B, CC'B, tak plati OO 4 L OO¢.
(Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Pripomente si Talesovu vetu a vSeobecnejsi poznatok o obvodovych a stredo-
vych uhloch v danej kruznici.

Styri rozne body A, B, C, D lezia na jednej kruznici. Dokazte, Ze osi tsediek
AB, AC, AD, BC, BD, CD prechadzaju tym istym bodom.

Nech M je vnutorny bod zakladne BC' rovnoramenného trojuholnika ABC.
Na jeho ramene AB lezi bod D tak, ze |M B| = |M D|. Dokazte, ze body A,
C, M, D lezia na jednej kruznici.

Nech ABCD je konvexny stvoruholnik, v ktorom AD | BD. Ozna¢me M prie-
se¢nik jeho uhlopriecok a zostrojme kolmy priemet P bodu M na priamku AB
a kolmy priemet (Q bodu B na priamku AC. Dokéazte, ze bod M je stredom
kruznice vpisanej trojuholniku PQD.

Dané je kruZnica k a jej priemer AB. Vnutri tsecky AB zvolime lubovolny
bod C' a potom na kruznici k vyberieme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD|.
Os uhla ABD pretina kruznicu k v bode E (roznom od bodu B). Dokazte, ze
trojuholniky AEC a C'BD st podobné.

3



D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

Ds.

D9.

Dana je kruznica k so stredom S a tetivou AB, ktora nie je jej priemerom. Na
polpriamke opac¢nej k polpriamke BA je vybrany Iubovolny bod K rozny od B.
Dokazte, ze kruznica opisana trojuholniku AKS pretina kruznicu k£ v takom
bode C, ktory je simerne zdruzeny s bodom B podla priamky SK.

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Ozna¢me D piatu vysky z vrcholu A
a D1, Dy obrazy bodu D v osovych simernostiach postupne podla priamok
AB, AC. Dalej oznaéme E; a E; body na priamke BC také, ze D1 E; | AB
a DyEs || AC. Dokézte, ze body Dy, Do, Eq, F5 lezia na jednej kruznici, ktorej
stred lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC.

Nech V je priesecnik vysok ostrouhlého trojuholnika ABC'. Priamka CV je
spolo¢nou dotycnicou kruznic k£ a [, ktoré sa zvonka dotykaju v bode V
a pritom kazda z nich prechddza jednym z vrcholov A a B. Ich priesecniky
s vnatrami stran AC' a BC' oznacme P a (). Dokazte, ze polpriamka V' je
osou uhla PV @ a ze body A, B, P, (Q lezia na jednej kruznici.

V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABC D s dlhSou zédkladnou AB a pra-
vym uhlom pri vrchole A. Ozna¢me k; kruznicu zostrojent nad stranou AD
ako nad priemerom a kg kruznicu, ktora prechadza bodmi B, C a dotyka sa
priamky AB. Ak maju kruznice k1, ko vonkajsi dotyk v bode P, je priamka BC'
dotyc¢nicou kruznice opisanej trojuholniku C'DP. Dokazte.

V rovine je dany rovnobeznik ABCD, ktorého uhlopriecka BD je kolmé na
stranu AD. Ozna¢me M (M # A) prieseénik priamky AC' s kruznicou majicou
priemer AD. Dokéazte, ze os usecky BM prechadza stredom strany CD.
Ozna¢me K Tubovolny vnatorny bod strany AB daného trojuholnika ABC'.
Priamka C'K pretina kruznicu opisant trojuholniku ABC v bode L (L #
# (). Ozna¢me k; kruznicu opisani trojuholniku AKL a ko kruznicu opisant
trojuholniku BKL.

a) Dokézte, ze priamka AC je doty¢nicou ku kruznici k; prave vtedy, ked
priamka BC' je doty¢nicou ku kruznici k.

b) Predpokladajme, Ze priamka AC' je se¢nicou kruznice k1. Nech P (P #
# A) je priese¢nik priamky AC' s kruznicou k; a @ (Q # B) je priesecnik
priamky BC' s kruznicou ks. Dokéazte, ze bod K lezi na tisecke PQ).

Dané su kruznice k, [, ktoré sa pretinaju v bodoch A, B. Ozna¢me K, L
postupne dotykové body ich spolo¢nej dotycCnice zvolené tak, ze bod B je
vnutornym bodom trojuholnika AK L. Na kruzniciach k a [ zvolme postupne
body N a M tak, aby bod A bol vnutornym bodom tsecky M N. Dokazte, ze
Stvoruholnik K LM N je tetivovy prave vtedy, ked priamka M N je doty¢nicou
kruznice opisanej trojuholniku AK L.

4. Nech p, q st dané nesudelitelné prirodzené c¢isla. Dokdzte, Ze ak md rovnica

pr* —(p+qz+p=0

celociselny koren, tak md celociselny koren aj rovnica

pr’ +qr+p*—q=0.
(Patrik Bak)



NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.
NG6.

N7.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Dokazte, ze ak a, b a ¢ si kladné redlne cisla, tak je kladny aj kazdy koren
kvadratickej rovnice ax? — bz + ¢ = 0.

Dokéazte, Ze ak mé rovnica ax? 4 bz + ¢ = 0 celoéiselné koeficienty a, b a c, tak
kazdy jej koren, ktory je aj celym ¢islom, musi byt delitelom ¢isla c.

Nech prirodzené ¢islo a je delitefom prirodzeného ¢isla b a stcasne ¢islo b je
delitefom a. Potom a = b. Dokéazte.

Prirodzené ¢isla a a b su nesudelitelné, rovnako ako prirodzené ¢isla ¢ a d.
Dokéazte, ze z rovnosti ac = bd potom vyplyvaa =d a b=c.

Dokézte, ze ak su ¢isla a, b nesudelitelné, plati to isté aj o ¢islach a, a + b.
Nech a je prirodzené ¢islo, urcte vsetky mozné najvécsie spolo¢né delitele cisel
aaa’+4.

Nech p je prirodzené ¢islo. Najdite korene rovnice pz? + (p> —p+ 1)z +p —
—1=0.

Najdite vsetky trojciferné cisla n, ktorych druh& mocnina konc¢i rovnakym
trojcislim ako druha mocnina ¢isla 3n — 2.

Najdite vietky dvojice celych ¢isel (a,b), ktoré st riesenim rovnice a? + 7Tab +
+ 6b% + 5a +4b + 3 = 0.

Najdite vSetky rieSenia rovnice zyz = 3(x + y + z) v obore celych kladnych
¢isel. Riesenia, ktoré sa lisia iba poradim, nepovazujeme za rozne.

Kolko existuje celych kladnych éisel x < 2002000 takych, ze ¢islo 2002000
deli ¢&islo 22 — 2?

Cislo 2n* + n3 + 50 je delitené Siestimi prave pre tie prirodzené ¢isla n, pre
ktoré je Cislo 2 - 4™ + 3™ + 50 delitelné trindstimi. Dokazte.

5. Dan€ su kruznice a(A;ry), b(B; ), ktoré sa zvonka dotykaji v bode T'. Ich spoloénd
vonkajsia dotycnica sa dotyka kruznice a v bode T, a kruznice b v bode Ty,. Pomocou
Ta, Tb vyjadrite pomer polomerov kruznic k., ky opisanych postupne trojuholnikom
T,AT, T,BT. (Sérka Gergelitsova)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Nech V, a Vj, su pity vysSok trojuholnika ABC postupne z vrcholov A a B
a V je priesecnik jeho vysok. a) Dokazte, ze body A, B, V,, V, leZia na jednej
kruznici. b) Dokazte, Ze body V', V,, C, V, lezia na jednej kruznici.
Pripomente si znenie Euklidovych viet o vyske a odvesne pravouhlého troj-
uholnika.

Kruznica k; lezi zvonka kruznice k, a je s nou disjunktna. Nech ich vonkajsie
spolo¢né dotycnice T, T, a TaATp (T,,Ta € ko, Ty, T € ky, Ty, # Ta a Ty #
# Tp) pretinaja ich spoloéni vnitornt dotyénicu V, Vi, (V, € ko, Vi € kp)
postupne v bodoch A a B. Dokédzte, ze |T,Ty| = |TaTg| = |AB).
Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisana kruznica. Pty
kolmic z bodov A, B na doty¢nicu k tejto kruznici v bode C' ozna¢me D, F.
Vyjadrite dlzku usecky DE pomocou diZok odvesien trojuholnika ABC.
Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB a obsahom S je opisana
kruznica. Doty¢nica k tejto kruznici v bode C pretina dotyc¢nice vedené bodmi
A a B v bodoch D a E. Vyjadrite dlzku tse¢ky DE pomocou dlzky ¢ prepony
a obsahu S.



D3.

D4.

D5.

D6.

Nech k je polkruznica zostrojend nad priemerom AB, ktora lezi vo vnutri
stvorca ABC'D. Uvazujme jej dotyénicu t; z bodu C' (r6znu od BC') a ozna¢me
P jej priesecnik so stranou AD. Nech t5 je spolo¢nd vonkajsia dotycnica
polkruznice k a kruznice vpisanej trojuholniku CDP (rozna od AD). Dokazte,
ze priamky ¢; a to st navzadjom kolmé.

Kruznice k(S,7) a l(O, R) sa zvonku dotykaju v bode T Ich spolo¢na doty¢-
nica v bode T pretina ich vonkajsiu spolo¢nt dotycnicu v bode M. Dokazte,
ze trojuholnik SOM je pravouhly a vyjadrite jeho obsah pomocou polomerov
r, R danych kruznic.

V rovine st dané kruznice k a [, ktoré sa pretinaji v bodoch F a F'. Dotyc¢nica
ku kruznici [ zostrojena v bode E pretina kruznicu k v bode H (H # E). Na
obliku EH kruznice k, ktory neobsahuje bod F, zvolme bod C (E # C # H)
a prieseénik priamky CE s kruznicou [ oznaéme D (D # E). Dokazte, ze
trojuholniky DEF a CHF st podobné.

KruzZnica k so stredom S je opisanéd pravidelnému Sestuholniku ABCDEF.
Dotyc¢nica v bode A ku kruznici k£ pretina priamku SB v bode K a doty¢nica
v bode B pretina priamku SC v bode L. Dokazte, ze stvoruholniku K LCB
sa d4 opisat kruznica, ktoré je zhodnd s kruznicou k.

6. Figurka strelca ohrozuje na Sachovnici lubovolné policko diagondly, na ktorej strelec
stoji. Ak vsak na niektorom policku diagondly stoji veZa, strelec uz policka za mou neo-

hrozuge.

Urcte najvicsi mozZny pocet strelcov, ktorych mozZeme spolu so Styrmi veZamsi

umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa strelci navzdjom neohrozovali. (Jan Mazék)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

NI1.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

Aky najvacsi pocet strelcov mozno umiestnit na biele policka Sachovnice 8 x 8
tak, aby sa navzajom neohrozovali?

Uréte najvicsi pocet strelcov, ktorych mozeme umiestnit na bielu hlavni
diagonalu sachovnice 8 x 8 spolu s dvoma vezami tak, aby sa navzajom
neohrozovali v zmysle zadania siutaznej tlohy.

Uréte najvicsi pocet kralov, ktorych moézeme umiestnit na Sachovnicu 8 x 8
tak, aby sa navzajom neohrozovali.

Uréte najvacsi pocet kralov, ktorych mozeme umiestnif na Sachovnicu 9 x 9
tak, aby sa navzajom neohrozovali.

Najdite najvécsie prirodzené cislo k, pre ktoré mozno na Sachovnicu 8 x 8
rozmiestnit k vezi a k + 14 navzajom sa neohrozujucich strelcov.

Kazdy vrchol pravidelného devitnastuholnika je ofarbeny jednou zo Siestich
farieb. Dokazte, Ze niektory tupouhly trojuholnik méa vsetky vrcholy ofarbené
rovnakou farbou.

Na pléne 7 x 7 hrdme hru lode. Nachddza sa na nej jedna lod 2 x 3. MoZeme
sa spytat na lubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra konéi. Ak nie,
pytame sa znova. Urcte najmensi pocet otazok, ktoré potrebujeme, aby sme
s istotou lod zasiahli.

Na plane 5 x 5 hrame hru lode. Zo styroch policok planu je vytvorena jedna
lod tvaru L-tetromina. Mozeme sa spytat na Iubovolné policko planu, a ak lod
zasiahneme, hra kondi.



D5.

D6.

D7.

a) Navrhnite osem poli¢ok, na ktoré sa staci spytat, aby sme mali istotu
zésahu lode.

b) Zdévodnite, preco Ziadnych sedem otdzok taku istotu nedava.
Na niektoré poli¢ko Sachovnice 6 x 6 postavime figirku kraloviéa. T4 moze
v jednom tahu poskoéit bud v zvislom, alebo vo vodorovnom smere. Dizka
tohto skoku je striedavo jedno a dve polic¢ka, pricom skokom dlzky jedna (t.].
na susedné policko) figtrka zac¢ina. Rozhodnite, ¢i sa da zvolit vychodiskova
pozicia figurky tak, aby po vhodnej postupnosti 35 skokov navstivila kazdé
policko sachovnice prave raz.
Policka tabulky n x n, kde n = 3, su striedavo ¢ierne a biele ako na obycaj-
nej Sachovnici, pricom policko v Tavom hornom rohu je ¢ierne. Biele policka
budeme farbif nacierno nasledujicim postupom. V jednom kroku vyberieme
Tubovolny obdlznik 2 x 3 alebo 3 x 2, v ktorom st este tri biele policka, a tieto
tri policka zaciernime. Pre ktoré n mézeme po uréitom pocte krokov zaciernit
cela tabulku?
Zistite najmensie prirodzené ¢islo k, pre ktoré platia jednotlivé tvrdenia a),
b) a c¢): Ak obsadime figirkami Iubovolnych k poli Sachovnice 8 x 8, budu
obsadené niektoré a) tri susedné polia niektorého riadku, b) tri susedné polia
niektorého sikmého radu, c) styri susedné polia niektorého riadku alebo stipca.

Na nasledujtcich stranich najdete tie isté navodné a dopliajtce tlohy
eSte raz, avSak doplnené o vysledky s naznakmi rieseni ¢i o odkazy na nas

archiv.



1. V redlnom obore uvaZujme sustavu rovnic

1 3
$4+y2:(a’+_> )
a

3
1

at — g = (a——)
a

s menulovym redalnym parametrom a.
a) Ndjdite vsetky hodnoty a, pre ktoré md uvedend sustava riesenie.
b) Dokdzte, Ze pre lubovolné riesenie (x,y) tejto sustavy plati x* + |y| = 4.

(Jan Mazak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

Pre ktoré hodnoty realneho parametra a méa ststava rovnic

2,2
T +y =a,
9222 + 42 = a2
rieSenie v obore redlnych ¢isel? [Riesime ako linedrnu ststavu rovnic s nezné-
mymi 2%, 2, dostaneme 22 = a? —a = a(a — 1), y*> = 2a — a® = a(2 — a).

Z 2?2 2 0 dostaneme a € R\ (0;1), z y? = 0 mame a € (0;2), obe podmienky
splitaji a € {0} U (1;2).]
V obore redlnych ¢isel rieste stistavu rovnic

r+y—z=2a,
r—y+z=2b,
—x+y+z=2c

s redlnymi parametrami a, b, c [t =a+b,y=a+c¢, z=b+c]
Pre nezaporné reédlne d¢isla a, b plati tzv. nerovnost medzi aritmetickym
a geometrickym priemerom (AG-nerovnost)

my;b.

Dokéazte. Kedy nastane rovnost? [Nerovnost upravime na (\/_ — \/1_7)2 >0,
ktora zrejme plati. Rovnost nastane iba v pripade a = b.]
Dokézte, ze pre lubovolné kladné ¢isla a, b, ¢, d plati

(ab+cd)<$ + %) = 4.

[Roznésobime vyraz na lavej strane a vyuzijeme nerovnost z+1/z = 2 (platna
Vx > 0) pre x = a/d a pre © = b/c.]
Dokézte, ze pre fubovolné éisla a, b z intervalu (1, 00) plati nerovnost

@+ +1) = (a—1)2b-1)224
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D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

D8.

a zistite, kedy nastane rovnost. [59-C-I1I-2]

Najdite vsetky realne ¢isla x a y, pre ktoré vyraz 222 + y? — 2zy + 2z + 4
nadobtida svoju najmensiu hodnotu. [65-C-I-3, ¢ast a)]

Dokazte, ze pre Tubovolné kladné realne éisla a, b plati

2(a®> +3ab+b%) _a+b
vVab < <
b=y = 2

a pre kazdu z oboch nerovnosti zistite, kedy prechadza na rovnost. [59-C-I-5]
N&jdite najmensiu moznu hodnotu vyrazu

32 — 12zy + y4,

v ktorom x a y st Tubovolné celé nezaporné ¢isla. [65-C-II1-1]
Urc¢te najmensiu hodnotu vyrazu

V=x+—v
1+ 222’

pricom z je Tubovolné redlne ¢islo. Pre ktoré x vyraz V tato hodnotu nado-
btida? [64-B-I1-2]

Uréte vSetky dvojice (z,y) redlnych ¢isel, pre ktoré plati nerovnost

1 1 x 2
@+p(-+-) 2 (5+2).
xr oy Yy x
[63-B-1-2]
Urcéte vsetky redlne cisla p také, ze pre Tubovolné kladné ¢isla x, y plati
nerovnost
2 +py’
— 2 xy.
r+vy
[50-B-II-1]
N3jdite vietky mozné hodnoty sactu z+y, kde redlne ¢isla z, y spliiaja rovnost
x3 + y3 = 3wy. [48-B-1-6]

2. Prirodzené c¢islo n md aspon 73 dvojcifernych delitelov. Dokdzte, Ze jednym z nich je
¢islo 60. Uvedte tiez priklad c¢isla n, ktoré mad prdave 73 dvojcifernych delitelov, vrdtane
nalezitého zdovodnenia. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

Prirodzené ¢islo n nie je delitelné siedmimi. Dokézte, Ze méa nanajvys 85
delitelov mensich ako 100. [Cislo n uréite nie je delitelné 14 ¢islami z mnoziny
{7,14,21,28,...,98}, teda pocet jeho delitelov mensich ako 100 je nanajvys
99 — 14 = 85.]

Najdite prirodzené ¢islo n, ktoré nie je delitelné siedmimi a mé prave 85 deli-
telov mensich ako 100. [Za n stac¢i vziat stcéin vSetkych ¢isel mensich ako 100,
ktoré nie s nasobkami siedmich.]

Kolko dvojcifernych delitelov m4 ¢islo 20202°197 [Kedze 2020 = 2% .5 - 101,
dvojciferné delitele ¢isla 2020%°1° budu préave tie, ktoré majt v prvociselnom
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N4.

N5.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

rozklade iba dvojky a pitky. St to ¢isla (usporiadané najskor podla mocnin
¢isla 5 a potom podla mocnin éisla 2, ktoré ho delia)

24 =16, 2°=32, 2°=64, 5.2=10, 5-2%=20,
5.23 =40, 5-2*=80, 5%=255%-2=50,

ktorych je prave 9.]

Kolko dvojcifernych delitelov ma ¢islo 22 - 33 - 44 . 55 . 65 . 77? [Tych je 36. To
zistime bud priamo ich vypisanim (10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 25, 27, 28,
30, 32, 35, 36, 40, 42, 45, 48, 49, 50, 54, 56, 60, 63, 64, 70, 72, 75, 80, 81, 84,
90, 96, 98), alebo zistenim o zozname vSetkych 21 dvojcifernych prvoéisel 11,
13, ..., 97, ze maju spolu 54 dvojcifernych nasobkov, a to jednotlivo postupne
9,7, 5 (dvakrat), 4, 3 (dvakrat), 2 (Styrikrat) a 1 (desatkrat) — hladany pocet
je teda 90 — 54 = 36. |

Kolko dvojcifernych delitelov ma ¢islo 50! = 50-49-48 -...- 217 [Na rozdiel
od predchéadzajicej ilohy je jednoduchsie spocitat ¢isla, ktoré delitelmi nie st.
delitelov tak je 80. Treba si rozmysliet, Ze prvocisla mensie ako 50 st obsia-
hnuté v ¢isle 50! v dostatoc¢nej mocnine.]

20 a ich nasobky, tych je 28. Pocet vSetkych dvojcifernych delitelov tak je
62. Treba si rozmysliet, Ze prvocisla mensSie ako 20 st obsiahnuté v ¢isle 20!
v dostato¢nej mocnine.|

Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré méa n! viac dvojcifernych delitelov
ako (n — 1)l [Urcite st to vSetky prvodisla do sto, ktoré s vicésie ako 3,
a potom ¢isla, ked n! obsahuje vys§iu mocninu nejakého prvoéisla ako (n —1)!
takl, Ze tato mocnina je mensia ako sto, t.j. pre p=7jeton =14, prep =5
n=10,prep=3n=6,9aprep=2n=4,6,8, t.j. su to vSetky prvocisla
od 5 do 97 a navyse 4,6,8,9,10, 14.]

Existuje prirodzené ¢islo n, ze n! je delitelny prave polovicou zo vSetkych dvoj-
cifernych ¢isel? [Treba brat prvocisla mensie ako sto od najvicsieho a pozerat
sa, kolko jeho nasobkov je mensich ako 100. Ukéaze sa, ze 12! méa 43 dvoj-
cifernych delitelov a 13! ma 50 dvojcifernych delitelov, t.j. 45 dvojcifernych
delitelov nemé ziadne n!.]

N&ajdite najmensie prirodzené cislo k také, ze kazda k-prvkova mmnozina
trojcifernych po dvoch nesudelitelnych ¢isel obsahuje aspoini jedno prvodislo.
[56-B-I-3]

Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najvii¢si pocet Cisel tak, aby sucet
ziadnych dvoch vybranych ¢isel nebol ndsobkom jedendstich. Vysvetlite, preco
zvoleny vyber mé pozadovanu vlastnost a preco ziadny vyber vic¢sieho poctu
¢isel nevyhovuje. [568-C-I-5]

Najdite najmensie prirodzené ¢islo k, pre ktoré plati: Ak vyberieme Iubo-
volnych k réznych ¢isel z mnoziny {1,4,7,10,13,...,1999}, potom medzi
vybranymi existuji dve rézne ¢isla, ktorych stacet sa rovna 2 000. [49-C-S-1]
Uréte najmensie prirodzené ¢islo k, pre ktoré plati: Ak vyberieme [ubovolnych
k roznych ¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2000}, tak medzi vybranymi ¢islami
existuju dve, ktorych sucet alebo rozdiel je 667. [49-A-S-3]
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Ds.

D9.

Najdite vsetky prirodzené c¢isla, ktoré maju rovnaky pocet parnych a nepar-
nych delitelov. [St to ¢isla tvaru 2, pri¢om [ je nepéarne ¢islo. Kazdé hladané
¢islo musi byt parne — vtedy vSak predpis d — 2d urcuje injektivne zobrazenie
mnoziny vSetkych jeho neparnych delitelov do mnoziny vsetkych jeho parnych
delitelov, teda toto zobrazenie musi byt podla zadania aj surjektivne, a preto
je hladané ¢islo tvaru 2[, pricom [ je jeho najvicsi neparny delitel.]

Sucin vsetkych kladnych delitelov prirodzeného &isla n je 20'°. Uréte n.
[64-B-TI1-1]

3. Nech AC je priemer kruznice opisanej tetivovému stvoruholniku ABCD. Predpokla-
dajme, Ze na polpriamkach opacnych k polpriamkam AD a DC' existuji postupne body
A" # A a C'# D také, Ze plati |AB| = |A'B| a |BC| = |BC’|. Dokdzte tvrdenia:

a) Body A’, B, C' a D lezia na jednej kruznici k.

b) Ak je O stred kruznice k a Oa, O¢ st postupne stredy kruinic opisanych

trojuholnikom AA'B, CC'B, tak plati OO L OO¢.
(Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Pripomente si Talesovu vetu a vSeobecnejsi poznatok o obvodovych a stredo-
vych uhloch v danej kruznici.

Styri rézne body A, B, C, D lezia na jednej kruznici. Dokézte, Ze osi tseéiek
AB, AC, AD, BC, BD, CD prechadzaju tym istym bodom. [Je to stred
kruznice prechddzajtucej bodmi A, B, C, D.]

Nech M je vnitorny bod zakladne BC' rovnoramenného trojuholnika ABC'. Na
jeho ramene AB lezi bod D tak, ze |M B| = |M D|. Dokézte, Ze body A, C, M,
D lezia na jednej kruznici. [Z rovnoramennych trojuholnikov ABC a M BD vy-
plyva postupne zhodnost uhlov ACM, ACB, CBA, MBD a M DB, posledny
z nich je v8ak vedlajsi uhol k uhlu ADM, takZe sticet uhlov pri protilahlych
vrcholoch C' a D stvoruholnika ADMC' je rovny 180°.]

Nech ABC'D je konvexny Stvoruholnik, v ktorom AD | BD. Ozna¢me M prie-
secnik jeho uhlopriecok a zostrojme kolmy priemet P bodu M na priamku AB
a kolmy priemet Q bodu B na priamku AC. Dokézte, ze bod M je stredom
kruznice vpisanej trojuholniku PQD. [68-B-1-5|

Dané je kruZnica k a jej priemer AB. Vnutri tsecky AB zvolime lubovolny
bod C' a potom na kruznici k vyberieme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD|.
Os uhla ABD pretina kruznicu k v bode E (roznom od bodu B). Dokazte, ze
trojuholniky AEC a CBD st podobné. [68-B-S-3|

Dana je kruznica k so stredom S a tetivou AB, ktora nie je jej priemerom.
Na polpriamke opacnej k polpriamke BA je vybrany Iubovolny bod K rozny
od B. Dokéazte, ze kruznica opisana trojuholniku AKS pretina kruznicu k
v takom bode C, ktory je simerne zdruzeny s bodom B podla priamky SK.
[68-B-I1I-3]

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Oznaéme D pitu vysky z vrcholu A
a D1, Dy obrazy bodu D v osovych simernostiach postupne podla priamok
AB, AC. Dalej ozna¢me F; a E; body na priamke BC' také, ze D1 E; || AB
a DyEs || AC. Dokézte, ze body Dy, Do, Eq, F5 lezia na jednej kruznici, ktorej
stred lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC'. [68-A-1-2]
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D5.

D6.

D7.

Ds.

D9.

Nech V je priesecnik vysok ostrouhlého trojuholnika ABC'. Priamka CV je
spolo¢nou dotyc¢nicou kruznic k£ a [, ktoré sa zvonka dotykaju v bode V
a pritom kazdéa z nich prechddza jednym z vrcholov A a B. Ich priesecniky
s vnutrami stran AC' a BC oznacme P a (). Dokazte, ze polpriamka VC je
osou uhla PV @ a ze body A, B, P, @ lezia na jednej kruznici. [62-B-1-3]

V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABC D s dlhSou zédkladnou AB a pra-
vym uhlom pri vrchole A. Ozna¢me k; kruznicu zostrojent nad stranou AD
ako nad priemerom a ks kruznicu, ktora prechadza bodmi B, C a dotyka sa
priamky AB. Ak maju kruznice k1, ko vonkajsi dotyk v bode P, je priamka BC'
doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku CDP. Dokazte. [52-B-11-4]

V rovine je dany rovnobeznik ABC'D, ktorého uhlopriecka BD je kolma na
stranu AD. Ozna¢me M (M # A) priese¢nik priamky AC' s kruznicou majua-
cou priemer AD. Dokazte, ze os tsecky BM prechadza stredom strany C'D.
[67-B-II-3]

Ozna¢me K Tubovolny vnatorny bod strany AB daného trojuholnika ABC.
Priamka C'K pretina kruznicu opisanu trojuholniku ABC' v bode L (L #
# (). Ozna¢me ky kruznicu opisani trojuholniku AKL a ko kruznicu opisant
trojuholniku BKL.

a) Dokézte, ze priamka AC je doty¢nicou ku kruznici k; prave vtedy, ked
priamka BC' je doty¢nicou ku kruznici k.

b) Predpokladajme, Ze priamka AC' je se¢nicou kruznice k;. Nech P (P #
# A) je priesecnik priamky AC' s kruznicou k1 a @ (Q # B) je priesecnik
priamky BC s kruznicou k,. Dokéazte, ze bod K lezi na tsecke PQ).
[63-A-II-3]

Dané sau kruznice k, [, ktoré sa pretinaju v bodoch A, B. Oznacme K, L
postupne dotykové body ich spolo¢nej dotycCnice zvolené tak, ze bod B je
vnutornym bodom trojuholnika AK L. Na kruzniciach k a [ zvolme postupne
body N a M tak, aby bod A bol vnutornym bodom tsecky M N. Dokazte, ze
Stvoruholnik K LM N je tetivovy prave vtedy, ked priamka M N je dotyénicou
kruznice opisanej trojuholniku AK L. [60-A-I-3|

4. Nech p, q si dané nesudelitelné prirodzené ¢isla. Dokdzte, Ze ak md rovnica

pr® —(p+qz+p=0

celociselny koren, tak md celociselny koren aj rovnica

pr? +qr+p* —q=0.
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

Dokazte, ze ak a, b a ¢ st kladné realne cisla, tak je kladny aj kazdy koren
kvadratickej rovnice az? —bx +c = 0. [Lavé strana rovnice je kladn4 pre kazdé
z<0]

Dokézte, ze ak mé rovnica az? + bx + ¢ = 0 celoéiselné koeficienty a, b a c, tak
kazdy jej koren, ktory je aj celym ¢islom, musi byt delitelom ¢éisla c. [Vyplyva
to z Upravy rovnice na tvar ¢ = —z(azx + b).]
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N3.

N4.

N5.

NG6.

N7.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Nech prirodzené ¢islo a je delitefom prirodzeného ¢isla b a stucasne ¢islo b je
delitelom a. Potom a = b. Dokéazte. [Plati a S b aj b =< a.

Prirodzené ¢isla a a b st nesudelitelné, rovnako ako prirodzené éisla ¢ a d.
Dokéazte, Ze z rovnosti ac = bd potom vyplyva a = d a b = c. [Uvedomte si,
kedy z x | yz vyplyva z | z.]

Dokézte, ze ak su ¢isla a, b nesudelitelné, plati to isté aj o ¢islach a, a + b.
[Kazdy spolo¢ny delitel ¢isel a, a + b deli aj ¢islo (a +b) —a = b.]

Nech a je prirodzené ¢islo, urcte vsetky mozné najvécsie spolo¢né delitele cisel
a a a® + 4. [Nech d je najvicési spoloény delitel oboch ¢isel, potom d deli ¢islo
(a®> +4) — a - a = 4. Najvicsi spolo¢ny delitel oboch ¢isel teda moze byt 1,
2 alebo 4. Prva moznost nastane pre a neparne, druhé pre a delitelné dvoma
a nie Styrmi, tretia pre a delitelné Styrmi.]

Nech p je prirodzené ¢islo. Najdite korene rovnice pr? + (p?> —p + 1)z + p —
—1=0.[z1=—1/p, xza =1 —p|

Najdite vsetky trojciferné cisla n, ktorych druhd mocnina konc¢i rovnakym
troj¢islim ako druhd mocnina ¢isla 3n — 2. [60-B-S-1]

Najdite vietky dvojice celych ¢isel (a,b), ktoré st riesenim rovnice a? + 7Tab +
+6b*> + 5a +4b+ 3 = 0. [56-B-I-1]

Najdite vSetky rieSenia rovnice zyz = 3(z + y + z) v obore celych kladnych
Cisel. Riesenia, ktoré sa lisia iba poradim, nepovazujeme za rozne. [36-B-II-
3b]

Kolko existuje celych kladnych éisel x < 2002000 takych, ze ¢islo 2002000
deli ¢islo 23 — 27 [41-B-1-6]

Cislo 2n* + n3 + 50 je delitelné Siestimi prave pre tie prirodzené ¢isla n, pre
ktoré je ¢islo 2 - 4™ + 3™ + 50 delitelné trinastimi. Dokazte. [45-B-1-4]

5. Dané su kruznice a(A;ry), b(B;mp), ktoré sa zvonka dotgkaji v bode T. Ich spolo¢nd
vonkajsia dotycnica sa dotyka kruznice a v bode T, a kruznice b v bode Ty,. Pomocou
ra, Ty vyjadrite pomer polomerov kruznic k., ky opisanych postupne trojuholnikom
T.AT, T,BT. (Sdrka Gergelitsova)

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

Nech V, a Vj, st péty vysok trojuholnika ABC' postupne z vrcholov A a B
a V je priesecnik jeho vysok. a) Dokazte, ze body A, B, V,, V, leZia na jednej
kruznici. b) Dokézte, ze body V', V,, C, V, lezia na jednej kruznici. [a) Podla
Téalesovej vety je to kruZnica s priemerom AB. b) Podla Télesovej vety je to
kruznica s priemerom C'V.]

Pripomente si znenie Euklidovych viet o vySke a odvesne pravouhlého troj-
uholnika.

Kruznica kp lezi zvonka kruznice k, a je s nou disjunktna. Nech ich vonkajsie
spolo¢né dotyénice T,T, a TaTp (Ty,Ta € ko, Ty, T € ky, Ty # Ta a Ty, #
# Tg) pretinaja ich spolo¢nt vnatornt dotyénicu V,V;, (V, € ko, Vi € kp)
postupne v bodoch A a B. Dokazte, ze |1, T,| = |TaTg| = |AB|. [Prva rovnost
vyplyva zo simernosti podla priamky prechiddzajicej stredmi oboch kruznic.
Dalej zo stmernosti plati |T,A| = |V, A|, |T,A| = |V3A|, |TaB| = |V.B],
|TpB| = |VpB|. Séitanim tychto rovnic dostaneme |T,A| + [T, A| + |TaB| +
+ |TB| = |V, A| + |V A| + |VoB| + |V, B|. Na lavej strane rovnice je sucet
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D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

(rovnakych) dizok |T,7T3| a |TaTg|, na pravej dvojnasobok |AB|, odtial tak
vyplyva druhd dokazovana rovnost.]

Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB je opisand kruznica. Pity
kolmic z bodov A, B na doty¢nicu k tejto kruznici v bode C' oznac¢me D,
E. Vyjadrite dlzku use¢ky DE pomocou dfzok odvesien trojuholnika ABC.
[68-C-I-2]

Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB a obsahom S je opisana
kruznica. Doty¢nica k tejto kruznici v bode C pretina dotyc¢nice vedené bodmi
A a B v bodoch D a E. Vyjadrite dlzku tse¢ky DE pomocou dlzky ¢ prepony
a obsahu S. [68-C-II-4|

Nech k je polkruznica zostrojend nad priemerom AB, ktord lezi vo vnutri
stvorca ABC'D. Uvazujme jej dotyénicu t1 z bodu C' (réznu od BC') a ozna¢me
P jej priese¢nik so stranou AD. Nech ¢y je spolo¢na vonkajsia dotycnica
polkruznice k a kruznice vpisanej trojuholniku CDP (rozna od AD). Dokazte,
ze priamky ¢; a ty st navzajom kolmé. [51-B-I-3|

Kruznice k(S,r) a [(O, R) sa zvonku dotykaja v bode T'. Ich spolo¢na doty¢-
nica v bode T pretina ich vonkajsiu spolo¢nt dotyc¢nicu v bode M. Dokazte,
ze trojuholnik SOM je pravouhly a vyjadrite jeho obsah pomocou polomerov
r, R danych kruznic. [50-C-II-2]

V rovine st dané kruznice k a [, ktoré sa pretinaji v bodoch E a F'. Doty¢nica
ku kruznici [ zostrojena v bode E pretina kruznicu k v bode H (H # E). Na
obliku FH kruznice k, ktory neobsahuje bod F', zvolme bod C (E # C # H)
a prieseénik priamky C'E s kruznicou | ozna¢me D (D # FE). Dokazte, ze
trojuholniky DEF a CHF st podobné. [66-B-11-3|

Kruznica k so stredom S je opisand pravidelnému Sestuholniku ABCDEF.
Doty¢nica v bode A ku kruznici k£ pretina priamku SB v bode K a dotyc¢nica
v bode B pretina priamku SC v bode L. Dokazte, ze stvoruholniku K LCB
sa da opisat kruznica, ktora je zhodné s kruznicou k. [66-C-S-2]

6. Figurka strelca ohrozuje na Sachovnici lubovolné policko diagondly, na ktorej strelec
stoji. Ak vsak na niektorom policku diagondly stoji veza, strelec uz policka za mou neo-

hrozuje.

Urcte najvicst mozny pocet strelcov, ktorych mozZeme spolu so Styrmi veZami

umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa strelci navzdjom neohrozovali. (Jan Maz&k)

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

NI.

N2.

Aky najvicsi pocet strelcov mozno umiestnit na biele policka Sachovnice 8 x 8
tak, aby sa navzajom neohrozovali? [Sedem. Na Sachovnici uvazujme diagonély
rovnobezné s bielou hlavnou diagonalou. Vratane nej je ich prave 7. Na kazda
mozeme umiestnit nanajvys jedného strelca. Kedze kazdé biele policko lezi
na niektorej z tychto diagonél, mézeme na Sachovnici umiestnit nanajvys 7
strelcov. Vyhovujice umiestnenie 7 strelcov moézeme vybrat napriklad tak, ze
budi v po¢toch 4 a 3 v krajnych stipcoch sachovnice.|

Uréte najvicsi pocet strelcov, ktorych mozeme umiestnit na bielu hlavni
diagonalu sachovnice 8 x 8 spolu s dvoma vezami tak, aby sa navzajom
neohrozovali v zmysle zadania sttaznej tlohy. [Dve veze rozdelia diagonalu
na nanajvys tri casti. Na kazdi mozeme umiestnit nanajvys jedného strelca.
Preto je hladany pocet strelcov nanajvys tri. A tychto troch strelcov uz
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N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

vieme umiestnit na Sachovnicu spolu s dvoma vezami pozadovanym sposobom,
napriklad strelcov umiestnime na prvé, tretie a piate policko a veze na druhé
a Stvrté policko diagonaly.|

Uréte najvacsi pocet kralov, ktorych mozeme umiestnif na Sachovnicu 8 x 8
tak, aby sa navzdjom neohrozovali. [Sachovnicu rozdelime na 16 $tvorcov 2 x
x 2, na kazdy z nich mozeme umiestnit nanajvys jedného krala, preto je kralov
nanajvys 16. Sestnast kralov uz na $achovnicu umiestnit vieme, napriklad na
tie policka, ktorych obe stradnice st neparne.]

Uréte najvacsi pocet kralov, ktorych mozeme umiestnit na Sachovnicu 9 x 9
tak, aby sa navzajom neohrozovali. [Ked priddme jeden riadok a jeden stipec
Sachovnice, dostaneme Sachovnicu 10 x 10, na ktori moézeme podla podobnej
tvahy ako v rieseni N3 umiestnif nanajvys 25 kralov. A tych vieme umiestnit,
napriklad na policka, ktorych obe stradnice st neparne.|

Najdite najvécsie prirodzené cislo k, pre ktoré mozno na Sachovnicu 8 x 8
rozmiestnit k£ vezi a k+ 14 navzajom sa neohrozujuicich strelcov. [k = 18. Cela
Sachovnicu mozno rozlozit na sedem bielych diagonal
dlzok 2, 4, 6, 8, 6, 4, 2 a sedem &iernych diagonal ta-
kyrch istych dizok. Ak sa na fubovolnej z tjchto 14 dia-
gonal D nachadza kp vezi, je na nej nanajvys kp + 1
navzajom sa neohrozujucich strelcov. Podla zadania
pocet vezi, preto na kazdej uvazovanej diagonale D
musi byt prave kp + 1 strelcov. To je pre diagonaly
D dlzok 2, 4, 6, 8 mozné, iba ak zodpovedajtce kp
neprevysuje postupne hodnoty 0, 1, 2, 3. Preto pocet k vezi na celej Sachovnici
neprevysuje hodnotu 2(0+1+2+3+2+1+40) = 18. Hodnota k = 18 je pritom
moznd, ako ukazuje priklad rozmiestnenia 9 vezi a 9+7 = 16 strelcov na bielych
polickach podla obrézka; rozmiestnenie rovnakych poc¢tov vezi a strelcov na
¢iernych polickach urobime analogicky.]

Kazdy vrchol pravidelného devitnastuholnika je ofarbeny jednou zo Siestich
farieb. Dokazte, ze niektory tupouhly trojuholnik méa vsetky vrcholy ofarbené
rovnakou farbou. [62-C-S-3]

Na plane 7 x 7 hrame hru lode. Nachddza sa na nej jedna lod 2 x 3. MéZeme
sa spytat na Iubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra kon¢i. Ak nie,
pytame sa znova. Urcte najmensi pocet otazok, ktoré potrebujeme, aby sme
s istotou lod zasiahli. [58-B-I-4]

Na pléane 5 x 5 hrame hru lode. Zo styroch policok planu je vytvorena jedna
lod tvaru L-tetromina. Mo6zZeme sa spytat na fubovolné policko planu, a ak lod
zasiahneme, hra kondi.

a) Navrhnite osem poli¢ok, na ktoré sa staci spytat, aby sme mali istotu

zésahu lode.

b) Zdévodnite, preco ziadnych sedem otazok taku istotu nedéva. [58-B-II-2]
Na niektoré poli¢ko Sachovnice 6 x 6 postavime figirku kraloviéa. T4 modze
v jednom fahu posko¢it bud v zvislom, alebo vo vodorovnom smere. Dizka
tohto skoku je striedavo jedno a dve policka, pricom skokom dlzky jedna (t.].
na susedné policko) figtrka zac¢ina. Rozhodnite, ¢i sa da zvolit vychodiskova
pozicia figurky tak, aby po vhodnej postupnosti 35 skokov navstivila kazdé
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D6.

D7.

policko Sachovnice préve raz. [65-A-111-6]

Policka tabulky n x n, kde n = 3, s striedavo ¢ierne a biele ako na obyéaj-
nej Sachovnici, pricom policko v Tavom hornom rohu je ¢ierne. Biele policka
budeme farbif nacierno nasledujicim postupom. V jednom kroku vyberieme
Tubovolny obdlznik 2 x 3 alebo 3 x 2, v ktorom st este tri biele policka, a tieto
tri policka zaciernime. Pre ktoré n mdzeme po urcitom pocte krokov zaciernit
cela tabulku? [CR-57-A-II-3]

Zistite najmensie prirodzené ¢islo k, pre ktoré platia jednotlivé tvrdenia a),
b) a c¢): Ak obsadime figirkami Iubovolnych & poli Sachovnice 8 x 8, budu
obsadené niektoré a) tri susedné polia niektorého riadku, b) tri susedné polia
niektorého ikmého radu, c) Styri susedné polia niektorého riadku alebo stipca.
[49-C-1-3]
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