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69. roénik Matematickej olympiady
2019/2020 Navodné tlohy domaceho kola kategorie C

V prvej ¢éasti textu pod zadanim kaZdej zo Siestich sttaZnych tloh
nijdete zadania navodnych a dopliajacich tloh. Tie isté tilohy aj s rieSe-
niami (resp. odpovedami a nidznakmi rieSeni ¢i odkazmi na rieSenia v naSom
archive) najdete v druhej Casti textu.

1. Ndjdite vsetky stvorciferné ¢isla abed s ciferngm suctom 12 také, Ze ab — cd = 1.
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Néjdite vietky §tvorciferné ¢isla abed s cifernym stétom 13 také, Ze ab = cd.

N2. Najdite vsetky Stvorciferné ¢isla abed s cifernym stétom 12 také, 7e ab — cd =
= 10.

N3. Néjdite vietky $tvorciferné ¢isla abed s cifernym stcétom 8 také, ze ab = cd.

D1. Najdite najvii¢sie a najmensie Stvorciferné é&isla abed s cifernym stctom 13
také, ze ab — cd = 10.

D2. Najdite vetky osemciferné éisla abede f gh s cifernym saétom 16 také, ze efgh—
— abed = 1.

2. Danyj je konverny Sestuholnik ABCDEF, ktorého vietky strany si zhodné a protilahlé
strany rovnobezné. Bod P je taky, Ze stvoruholnik CDEP je rovnobezZnik. Dokazle, Ze
bod P je stredom kruznice opisanej trojuholniku ACE a sicasne aj priesecnikom vysok
trojuholnika BDF . (Jakub Lowit)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokazte, ze uhlopriecky kosostvorca st na seba kolmé a Ze sa navzajom
rozpoluju.

N2. Dokazte, ze ak st dve zhodné tsecky neleziace v jednej priamke rovnobezné,
tvoria ich krajné body rovnobeznik.

D1. Konvexny Sestuholnik ABC' D EF ma vSetky strany zhodné a protilahlé dvojice
stran rovnobezné. Dokazte, ze stred tsecky CF je totozny s priese¢nikom
priamok AD a BFE.

D2. Konvexny Sestuholnik ABC DEF méa vSetky strany zhodné a protilahlé dvojice
stran rovnobezné. Oznac¢me X a Y priesecniky vysok trojuholnikov ACE
a BDF'. Dokézte, ze v pripade X # Y stred tisecky XY rozpoluje tisecku AD.

3. Urcte vsetky dvojice prirodzenych cisel a a b, pre ktoré plati
2[a, b] + 3(a,b) = ab,

pricom [a,b] oznacuje najmensi spolocny ndsobok a (a,b) najvicsi spoloény delitel
prirodzenych ¢isel a a b. (Jaroslav Svréek)



NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Uréte vSetky dvojice a, b celych kladnych cisel, pre ktoré plati a - [a,b] =
=4 (a,b), pricom symbol [a,b] oznacuje najmensi spolo¢ny nasobok a (a, b)
najviacsi spolo¢ny delitel celych kladnych ¢isel a, b.

Dokéazte, ze najmensi spoloény nasobok [a, b] a najvicsi spolo¢ny delitel (a, b)
Tubovolnych dvoch kladnych celych ¢isel a, b splihajt nerovnost a - (a,b) + b -
- la,b] = 2ab. Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost.

Najdite vSetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati rovnost mnozin
{a-[a,b],b-(a,b)} = {45,180}, pricom (z,y) oznacuje najvic¢si spolocny delitel
a [z,y| najmensi spoloény nasobok ¢isel z a y.

Najdite vsetky trojice prirodzenych cisel a, b, ¢, pre ktoré plati mnozinova
rovnost {(a, b), (a,c), (b, c),[a,b],]a,cd],b, c]} = {2,3,5,60,90,180}, pricom
(z,y) a [z, y| oznaduje postupne najvicsi spoloény delitel a najmensi spolo¢ny
nasobok cisel x a y.

4. Vnautri strany BC' trojuholnika ABC' je dany bod K. Oznacme M stred strany BC
a predpokladajme, Ze rovnobezka s priamkou AK vedend bodom M pretina stranu AC
vo vnutornom bode L. Dokadzte, Ze priamka KL deli trojuholnik ABC na dve casti
s rovnakym obsahom. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

Presvedcte sa, Ze stredné priecky (t.j. spojnice stredov stran) delia ubovolny
trojuholnik na s$tyri zhodné trojuholniky.

Uvedomte si, ze dva trojuholniky maji zhodné obsahy, ak sa zhoduju ako
v dvoch stranach, tak aj v k nim prislichajicich vyskach. Pouzitim tohto
pravidla vysvetlite, preco jedna taznica Iubovolného trojuholnika rozpoluje
jeho obsah, zatial ¢o vSetky tri taznice delia jeho obsah na Sest rovnako velkych
dielov.

Uvedomte si, ze dva trojuholniky, ktoré sa zhoduji v jednej strane, majua
svoje obsahy v pomere prislichajucich vysok na tato stranu. Pouzitim tohto
pravidla vysvetlite, preco tri tisecky, ktoré spajaju vrcholy trojuholnika s jeho
taziskom, delia jeho obsah na tri rovnako velké diely, bez toho, Ze pritom
pouzijete vysledok tlohy N2.

Nad preponou AB pravouhlého trojuholnika ABC' zostrojme Stvorec ABDE.
Zistite (v zéavislosti od dlZok stran trojuholnika), v akom pomere rozdeluje
priamka vysky z vrcholu C' na preponu AB obsah $tvorca ABDE.
Uvedomte si, ze dva trojuholniky, ktoré sa zhoduja v jednej vyske, maja svoje
obsahy v pomere dlZok stran, ktorym této vyska prislicha. Pouzitim tohto
pravidla potom dokazte tvrdenie: Lubovolny konvexny stvoruholnik je svojimi
uhloprie¢kami rozdeleny na Styri trojuholniky s obsahmi, ktoré mozno oznacit
S1, Sa, S3 a S, tak, ze plati S7 : So = S4 : S3 a Ze rovnost Sy, = S, nastane
prave vtedy, ked st rovnobezné tie strany Stvoruholnika, ktoré prislichaja
trojuholnikom s obsahmi S; a S3.



5. Tabulku 3 x 3 mdme vyplnit deviatimi danymi ¢islami tak, aby v kaZdom riadku aj
stlpci bolo najvicsie ¢islo suctom ostatnyjch dvoch. Rozhodnite, ¢i je mozné taki tilohu

splnit s cislami
a) 1, 2,8, 4, 5,6, 7, 8, 9;
b) 2,3, 4,5, 6 7,8 9, 10.

Ak dno,

zistite, kolkymi sposobmi mozno wulohu splnit tak, aby najvicsie cislo bolo

uprostred tabulky. (Jaromir Sims3a)

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢islami 1,2, ..., 9 tak, aby stcet ¢isel v kazdom
riadku bolo parne ¢islo?

Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢islami 2, 3,...,10 tak, aby v kazdom riadku
bolo najvicsie ¢islo su¢tom ostatnych dvoch?

Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 éslami 4,5, ...,12 tak, aby v kazdom stlpci
bolo najvicsie ¢islo si¢tom ostatnych dvoch?

Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢islami 1,2, ...,9 tak, aby stéin ¢isel v kazdom
riadku bol druhou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla?
Je mozné vyplnif tabulku 3 x 3 ¢islami 1,2,...,9 tak, aby sucet ¢isel v kazdom

riadku a v kazdom stlpci bol nejakym prvocislom?

6. Pre kladné redlne cisla a, b, ¢ plati a® + b* + ¢ + ab + bc + ca < 1. Ndjdite najvicsiv
mozni hodnotu suctu a + b+ c. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Pre kladné éisla a, b, ¢ plati a® +b% +ab < 2. Najdite najvacsiu moznt hodnotu
sucinu ab.

Dokézte nerovnost a? + b? 4+ ¢2 = ab + bc + ca a zistite, kedy v nej nastava
rovnost.

Reélne ¢isla a, b, ¢ maja sucet 3. Dokézte, ze 3 = ab + be + ca. Kedy nastane
rovnost?

Nech a, b, ¢ st kladné realne c¢isla, ktorych sicet je 3, a kazdé z nich je
nanajvys 2. Dokazte, ze plati nerovnost a? + b% + ¢ 4 3abc < 9.

Pre nezaporné redlne éisla a, b plati a® +b? = 1. Uréte najmensiu aj najvicésiu
moznt hodnotu vyrazu V = (a* + b* + ab + 1)/(a + b).

Na nasledujtcich stranich najdete tie isté navodné a dopliajtce tlohy
eSte raz, avSak doplnené o vysledky s naznakmi rieseni ¢i o odkazy na nas

archiv.



1. Ndjdite vsetky Stvorciferné cisla abed s cifernym suctom 12 také, Ze ab — cd = 1.
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Néjdite vetky stvorciferné ¢isla abed s cifernym stiétom 13 také, ze ab = cd.
[Také ¢&islo abab neexistuje, lebo jeho ciferny stcet je parny.]

N2. Najdite vSetky Stvorciferné éisla abed s cifernym stétom 12 také, ze ab — cd =
= 10. [Také ¢islo ab(a — 1)b neexistuje, lebo jeho ciferny stucet je neparny.]

N3. Néjdite vSetky stvorciferné ¢isla abed s cifernym stétom 8 také, Ze ab = cd.
[1313, 2222, 3131, 4040]

D1. Najdite najvii¢sie a najmensie Stvorciferné &isla abed s cifernym stétom 13
také, ze ab — cd = 10. [7060, 1606 — ak pripustime zapis 06, inak 2515.]

D2. Najdite vetky osemciferné éisla abede f gh s cifernym saétom 16 také, ze e fgh—
— abed = 1. [Vysvetlite najskor, preco pri séitani abed 4+ 1 musi nastat prdve
jeden prenos jednotky do vysSSieho radu, takze kazdé hladané ¢islo je tvaru
abc9 ab(c + 1)0. Vyhovujua ¢isla 10291030, 11191120, 1209 1210, 2019 2020,
21092110, 3009 3010.]

2. Danyj je konvexny Sestuholnik ABCDEF, ktorého vsetky strany st zhodné a protilahlé
strany rovnobezné. Bod P je taky, Ze stvoruholnik CDEP je rovnobezZnik. Dokazte, Ze
bod P je stredom kruznice opisanej trojuholniku ACE a sicasne aj priesecnikom vysok
trojuholnika BDF . (Jakub Lowit)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze uhlopriecky kosostvorca st na seba kolmé a Ze sa navzdjom
rozpoluju. [Uhlopriecky s zaroven vysSkami rovnoramennych trojuholnikov
s vrcholmi vo vrcholoch kosostvorca. |

N2. Dokazte, ze ak st dve zhodné tsecky neleziace v jednej priamke rovnobezné,
tvoria ich krajné body rovnobeZnik. [Dokreslite dalsie dve tsecky, ktoré s da-
nymi tseckami vytvoria konvexny $tvoruholnik. Jeho uhlopriecka rozdeluje
stvoruholnik na dva trojuholniky, ktoré s zhodné podla vety sus.]

D1. Konvexny Sestuholnik ABC DEF ma vSetky strany zhodné a protilahlé dvojice
stran rovnobezné. Dokazte, ze stred tusecky C'F' je totozny s priese¢nikom
priamok AD a BE. [ACDF aj ABDE st rovnobezniky.|

D2. Konvexny Sestuholnik ABC' D EF mé vSetky strany zhodné a protilahlé dvojice
stran rovnobezné. Oznac¢me X a Y priesecniky vysSok trojuholnikov ACE
a BDF. Dokézte, ze v pripade X # Y stred tsecky XY rozpoluje usecku AD.
[Z rovnobeznikov ABDE a ACDF vidime, Ze tisecky AD, BE a CF prechéa-
dzaja jednym bodom. Ten urcuje stredovi simernost, v ktorej si zodpovedaju
ako body A, D, tak body C, F i body E, B, a teda aj trojuholniky ACE
a DF B. Preto st podla stredu tisecky AD stimerne zdruZené nielen priesecniky
vysok spomenutych trojuholnikov (ako sme mali ukézat), ale aj ich taziska,
stredy im opisanych aj stredy im vpisanych kruznic. Rovnaké zavery platia
aj pre tri dalsie dvojice simerne zdruzenych trojuholnikov (ABC, DEF),
(ABF,DEC) a (AEF,DBC).]



3. Urcte vsetky dvojice prirodzenych cisel a a b, pre ktoré plati
2[a, b] + 3(a,b) = ab,

pricom [a,b] oznacuje najmensi spolocny ndsobok a (a,b) najvicsi spoloény delitel
prirodzenych c¢isel a a b. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte vsetky dvojice a, b celych kladnych ¢isel, pre ktoré plati a - [a,b] =
=4 (a,b), pricom symbol [a,b] oznacuje najmensi spolo¢ny nasobok a (a, b)
najvicsi spoloény delitel celych kladnych &isel a, b. [62-C-S-2]

N2. Dokazte, ze najmensi spolo¢ny nasobok [a, b] a najvicsi spoloc¢ny delitel (a, b)
Tubovolnych dvoch kladnych celych ¢isel a, b spliajt nerovnost a - (a,b) + b -
- la,b] = 2ab. Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost. [60-C-I-5]

D1. Najdite vSetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati rovnost mnozin
{a-[a,b],b-(a,b)} = {45,180}, pricom (z,y) oznacuje najvicsi spolo¢ny delitel
a [z, y] najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel x a y. [61-C-S-1]

D2. Najdite vsetky trojice prirodzenych cisel a, b, ¢, pre ktoré plati mnozinova
rovnost {(a, b), (a,c), (b, c),[a,b],]a,cd],b, c]} = {2,3,5,60,90,180}, pricom
(z,y) a [z, y| oznacuje postupne najvicsi spoloény delitel a najmensi spolo¢ny
nasobok ¢isel z a y. [61-C-I-3|

4. Vnautri strany BC' trojuholnika ABC' je dany bod K. Oznac¢me M stred strany BC
a predpokladajme, Ze rovnobezka s priamkou AK vedend bodom M pretina stranu AC
vo vnutornom bode L. Dokdzte, Ze priamka KL deli trojuholnik ABC na dve casti
s rovnakym obsahom. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Presvedcte sa, ze stredné priecky (t.j. spojnice stredov stran) delia fubovolny
trojuholnik na $tyri zhodné trojuholniky. [Stredné priecky st rovnobezné s pro-
tilahlymi stranami, a preto st vSetky Styri trojuholniky podobné. Zhodnost
vyplyva z toho, Ze stredné priecky rozpoluju jednotlivé strany.]

N2. Uvedomte si, ze dva trojuholniky maja zhodné obsahy, ak sa zhoduju ako
v dvoch stranach, tak aj v k nim prisluchajtacich vyskach. Pouzitim tohto
pravidla vysvetlite, preco jedna taznica Iubovolného trojuholnika rozpoluje
jeho obsah, zatial ¢o vSetky tri faznice delia jeho obsah na Sest rovnako
velkych dielov. [V trojuholniku ABC's faznicami AA;, BBy, CCy a taziskom T'
pre prvé tvrdenie o faznici AA; pouzite pravidlo na dvojicu trojuholnikov
(ABA;,ACA;), pre druhé tvrdenie o Siestich dieloch navySe aj na dvojice
(ATCl, BTCl), (BTAl, CTAl) a (CTBl, ATBl)]

D1. Uvedomte si, ze dva trojuholniky, ktoré sa zhoduji v jednej strane, majua
svoje obsahy v pomere prisltichajucich vysok na tato stranu. Pouzitim tohto
pravidla vysvetlite, preco tri tisecky, ktoré spajaju vrcholy trojuholnika s jeho
taziskom, delia jeho obsah na tri rovnako velké diely, bez toho, Ze pritom
pouzijete vysledok tilohy N2. [Tazisko mé4 od kazdej strany trojuholnika trikrat
mensiu vzdialenost ako protilahly vrchol.]
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D2.

D3.

Nad preponou AB pravouhlého trojuholnika ABC' zostrojme stvorec ABDFE.
Zistite (v zavislosti od dlZok stran trojuholnika), v akom pomere rozdeluje
priamka vysky z vrcholu C' na preponu AB obsah $tvorca ABDE. [Podla
Euklidovej vety o odvesne to je a? : b2, pretoze priamka vysky z vrcholu C
deli §tvorec na dva obdlZniky so spoloénou stranou.]

Uvedomte si, ze dva trojuholniky, ktoré sa zhoduja v jednej vyske, maja svoje
obsahy v pomere dlzok stran, ktorym této vyska prislicha. Pouzitim tohto
pravidla potom dokézte tvrdenie: Lubovolny konvexny $tvoruholnik je svojimi
uhlopriec¢kami rozdeleny na $tyri trojuholniky s obsahmi, ktoré mozno oznadit
S1, Sa, S3 a S, tak, ze plati S7 : So = S4 : S3 a Ze rovnost S, = S, nastane
prave vtedy, ked st rovnobezné tie strany Stvoruholnika, ktoré prislichaja
trojuholnikom s obsahmi S; a S3. [Ak oznac¢ime doty¢éné obsahy S; Styroch
trojuholnikov v kruhovom poradi okolo ich spolo¢ného vrcholu, oba pomery
S1 ¢ Sy a Sy : S3 budi zhodné s pomerom, v akom jedna z uhlopriecok
Stvoruholnika deli jeho druha uhlopriecku. Rovnost Sy = Sy je ekvivalentné
s rovnostou S;+ Sy = S1+ .54, ktora je rovnostou obsahov dvoch trojuholnikov
so spolo¢nou stranou. |

5. Tabulku 3 x 3 mdme vyplnit deviatimi dangmi cislami tak, aby v kazdom riadku aj
stlpci bolo najvicsie ¢islo suctom ostatnych dvoch. Rozhodnite, ¢i je mozné taki wlohu
splnit s cislami

a) 1, 2, 8, 4, 5,6, 7,8, 9;

b) 2,8, 4,5, 6,7, 8,9, 10.
Ak dno, zistite, kolkymi sposobmi mozno ulohu splnit tak, aby najvicsie ¢islo bolo
uprostred tabulky. (Jaromir Sims3a)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢islami 1,2, ..., 9 tak, aby stcet ¢isel v kazdom
riadku bolo parne ¢islo? [Nie, kedZe potom by musel byt aj stcet vSetkych ¢isel
parny a 1 +2+ ...+ 9 =45]

Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢islami 2, 3,...,10 tak, aby v kazdom riadku
bolo najviésie &islo sti¢tom ostatnych dvoch? [Ano, vyhovuje napriklad vypl-
nenie riadkov trojicami ¢isel (2, 6, 8), (4,5,9) a (3,7, 10) v akomkolvek poradi.]
Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 éslami 4,5,...,12 tak, aby v kazdom stlpci
bolo najviiésie ¢islo suctom ostatnych dvoch? [Nie. Stucet vSetkych 9 ¢isel je
72, takze stcet troch stipcovych maxim by musel byt 36, ¢o je viac ako 10 +
+11+412]

Je mozné vyplnif tabulku 3 x 3 ¢islami 1,2,...,9 tak, aby st¢in ¢isel v kazdom
riadku bol druhou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla? [Nie, kedze stéin
zadanych ¢isel nie je druhou mocninou.|

Je mozné vyplnit tabulku 3 x 3 ¢islami 1,2, ..., 9 tak, aby sucet ¢isel v kazdom
riadku a v kazdom stipci bol nejakym prvoé¢islom? [Ano, jedno z rieseni je zlava
doprava a zhora nadol s ¢islami postupne 1, 3, 7, 6, 9, 2, 4, 5, 8]



6. Pre kladné redlne ¢isla a, b, c plati a® + b + ¢ + ab+bc+ ca < 1. Ndjdite najvicsiu
mozni hodnotu suctu a + b+ c. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

Pre kladné &isla a, b, ¢ plati a? + b? 4+ ab < 2. Najdite najviics§iu moznt
hodnotu st¢inu ab. [Vyuzite odhad 2ab < a? + b?, najviicsia hodnota ab = 2/3
sa dosiahne pre a = b = /2/3.]

Dokazte nerovnost a? + b? 4 ¢? = ab + bc + ca a zistite, kedy v nej nastava
rovnost. [Prendsobime dvoma a upravime na tvar (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ —
—a)? = 0, rovnost nastane prave vtedy, ked a = b = c.]

Reélne ¢isla a, b, ¢ maja sucet 3. Dokézte, ze 3 = ab + be + ca. Kedy nastane
rovnost? [Vyplyva z rovnosti 9 = (a + b + ¢)? = a? + b? + ¢ + 2(ab + be + ca)
a z predoslej tlohy. Rovnost nastane jedine v pripade a = b =c = 1]

Nech a, b, ¢ st kladné realne c¢isla, ktorych sicet je 3, a kazdé z nich je
nanajvys 2. Dokézte, Ze plati nerovnost a? + b? + ¢? + 3abe < 9. [68-C-1-3]
Pre nezaporné realne éisla a, b plati a® +b? = 1. Uréte najmensiu aj najvicsiu
moznt hodnotu vyrazu V = (a* + b* +ab+1)/(a + b). [68-B-1-4]
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