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69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia tiloh skolského kola kategorie A

1. Predpokladajme, Ze navzdjom rézne redlne ¢isla a, b, ¢, d spliaji nerovnosti
ab+ cd > bc+ ad > ac + bd.

Ak a je z tychto Styroch cisel najvicsie, ktoré z nich je najmensie? (Josef Tkadlec)

Riesenie. Nerovnost medzi prvymi dvoma vyrazmi upravime odéitanim pravej strany
a naslednym postupnym vynimanim:

ab+ cd — bc — ad > 0,
a(b—d) —c(b—d) >0,
(a—c)(b—d) > 0.

KedZe plati a > ¢, musi byt aj druha zatvorka kladnéa, a plati tak b > d.
Podobnii pravu urobime pre nerovnost be + ad > ac + bd, ¢im ziskame

bc + ad — ac — bd > 0,
b(c —d) —a(c—d) >0,
(b—a)(c—d) > 0.

Prvé zatvorka je vdaka a > b zaporna, a preto musi byt zaporné aj ta4 druhé. Z toho
usudime, ze d > c.

Odvodili sme tak retazec nerovnosti a > b > d > ¢, z ktorého vidime, Ze najmensim
zo Stvorice ¢isel a, b, ¢, d mdze byt jedine c.

Pozndmka 1. KedZe prevedené tipravy boli ekvivalentné, mozeme konstatovat, ze ak pre
realne Cisla a, b, ¢, d plati a > b > d > ¢ st obe nerovnosti zo zadania tlohy splnené.

Poznamka 2. Porovnanim prvého vyrazu s poslednym mozno analogickym sposobom
dokézat nerovnost b > c¢. Ak je tato nerovnost dokdzana spolu s d > ¢, staci to na tplné
rieSenie. Ak vSak dokazeme iba b > ¢ a b > d, je stale mozné, ze ¢ > d.

> Za Gplné riesenie dajte 6 bodov, z ktorych tri prislichaji dékazu kazdej z nerovnostib > dad > ¢
(pripadne b > c a d > ¢). Ak je dokdzané dvojica nerovnosti b > c a b > d, dajte 4 body.

> Za najdenie jedného zo suéinovych tvarov (a —c¢)(b—d) > 0, (b — a)(c —d) > 0, (a — d)(b —
— ¢) > 0 dajte dva body. V pripade najdenia viacerych stéinovych tvarov dajte styri body, ak
prislichajice nerovnosti vedd na tplné rieSenie (pozri poznamku na konci rieSenia), a tri body
ak nie.

> Existencia vyhovujicej Stvorice &isel je zarudend uz v zadani, a netreba tak uvadzat priklad.
Z rovnakého dovodu nie je nutné pri akychkolvek upravach postupovat ekvivalentne a ani
pripadnt ekvivalenciu spominat.



2. Pre trojuholniky ABC a A'B'C’ plati
|AB| = |A'B'|, |AC|=|A'C"|, |4BAC|+|4B'A'C'| =180°.

Ukdzte, Ze velkost uhla zovretého stranou BC a taZnicou z vrcholu A je rovnakd ako
velkost uhla zovretého stranou B'C’ a taZnicou z vrcholu A'. (Patrik Bak)

RiesSenie. Vo vsetkych rieSeniach budeme oznacovat M, M’ zodpovedajice stredy stran
BC, B'C'". Potom staci dokazat rovnost |[{AMC| = |{A'M'C"|.

Prvé riesenie. Trojuholniky ABC a A’ B’C’ umiestnime do roviny tak, aby bolo A’ =
= A, B = B a (' bol obraz bodu C v stredovej simernosti podla bodu A, ¢o mozno
prave vdaka predpokladanej rovnosti |4 BAC| + |£B'A’C"| = 180°. Usetky AM', AM
su tak stredné priecky trojuholnika BCC’ (obr.1), takze Stvoruholnik BM AM' je
rovnobeznik. Zo zhodnosti jeho vnutornych uhlov pri protilahlych vrcholoch M a M’
uz vyplyva zhodnost vyznac¢enych uhlov AMC a A’M'C’, ktort sme chceli dokézat.

C/

Obr. 1

Druhé riesenie. Budeme navySe predpokladat, ze |[{BAC| # |£B'A’C’|, lebo inak
by tvrdenie tulohy vyplyvalo priamo zo zhodnosti pravouhlych trojuholnikov ABC
a A’B’'C’'. Vzhladom na symetriu potom sta¢i uvazovat iba ten pripad, ked uhol BAC
je ostry.

Umiestnime oba trojuholniky tak, aby bolo A’ = A, C' = C a B’ bol taky bod
polroviny ACB, ze |£B'AC| = 180° — |[{BAC|, pricom |AB’| = |AB| (obr.2).

A=A




Teraz sta¢i dokazat, ze Stvoruholnik AM’'MC' je tetivovy, lebo potom plati zelané
|LAMC| = |£LAM'C| = |£A’M'C’| podla vety o obvodovom uhle.

Ak oznacime o = |{BAC|, ma uhol B’AB velkost |{B'AC| — a = 180° — 2a.
Z rovnoramennosti trojuholnika ABB’ potom vyplyva, ze |{ABB’'| = «, ¢ize BB’ ||
| AC. Kedze MM’ je strednou prieckou trojuholnika C'BB’, plati aj MM’ || BB/,
a teda aj MM’ || AC. Pre stred N strany AC navyse plati [MN| = |AB| = 1|AB'| =
= |M'N|, takze os tsecky M M’ prechadza bodom N. To uz ale znamen4, Ze lichobeznik
AM’'MC je rovnoramenny, a teda aj tetivovy, ¢o sme chceli dokazat.

Tretie rieSenie. Dokézeme zhodnost trojuholnikov MAC, M'C’'A’ podla vety sss
vypoctom. Zo zhodnosti potom vyplynie aj pozadovana rovnost uhlov. Pri Standardnom
oznaceni stran oboch danych trojuholnikov podla kosinusovej vety pre trojuholnik

A'B’C’ plati
a’? = b2+ * — 2 cos(180° — ) = b* + ¢* + 2bccos a.

Pre dlzku taznice t, pritom plati zndmy vzfah 4t2 = 2b2 + 2¢2 — a2. Dosadenim za a?

z kosinusovej vety pre trojuholnik ABC' ziskame

2 202 +2c —a®  bP+c* 4 2bccosa a?
¢ 4 B 4 47

a teda a’'/2 = t,, ¢ize |M'C'| = |M A|. Rovnost |M'A’'| = |MC| dokdZeme analogicky,
a kedze podla zadania plati aj |AC| = |C"A’|, su trojuholniky M AC, M'C’'A’ naozaj
zhodné.

Stvrté riesenie. Iny vypodet zalozime na vyjadreni cos | AM C| pomocou b, ¢ a cos a.
Ako v predchadzajiicom rieseni pouZijeme znadmy vztah 4t2 = 2b% 4 2¢? — a? a tiez
kosinusovti vetu a? = b% + ¢2 — 2bccosa. Z kosinusovej vety pre trojuholnik AMC
a uvedenych vztahov postupne dostdvame:

1.2 42 32 2 2 2 2 2 2 12
za°+t;—0b 4tz — 4b 2¢ —2b —-b
cos|[{AMC| = 2 = _ Tt = S =

atg 4at, 4at, 2at,
2 —b?
B V (b% + 2 — 2bccos ) (2% + 2% — a?)
c? —v?
B V(02 + ¢ — 2bccos a) (b? + 2 + 2bc cos @) B
c? —v?

V(0% + c2)? — 4b%c2 cos? o

Pouzitim tohto vzorca pre trojuholnik A’B’C’ s prvkami ' = b, ¢/ = c a o/ = 180° — «
dostavame vdaka cos? a = cos?(180° — «) rovnost cos |{ AMC| = cos |{ A’M'C’|, a teda
|LAMC| = |£LA'M'C’|, ¢o sme chceli dokézat.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. V pripade netplnych rieseni postupujte nasledovne:
> Za Tubovolni konstrukciu, v ktorej riesitel vyuzije rovnost | BAC|+ |4 B’ A’C’| = 180° na netri-
vialne zistenie (napr. tri body lezia na jednej priamke, styri body lezia na kruznici), dajte 2 body.
Za konstrukciu, vdaka ktorej riesitel netrividlne preformuluje dokazované tvrdenie (napriklad —
ako v druhom rieseni — na to, ze body A, M’, M, C lezia na jednej kruznici), dajte tiez 2 body.
Preto ak je splnené oboje, dajte body Styri.



> Za spravny vypocet veduci k |AM| = |B’C’|/2 dajte tri body. Rovnako tak za vyjadrenie
cos | £ AMC| iba pomocou b, ¢ a a. Vztah pre dlzku taznice staci uviest ako (znamy) fakt. Za
samotné jeho uvedenie ale body neudelujte.

> Body udelené za geometrickui konstrukciu nemozno scitat s bodmi udelenymi za vypocty.

> Ak riesitel tlohu vyriesi pomocou konstrukcie, ktora predpoklada |£ BAC| < 90° alebo podobné
tvrdenie, ktoré mozno bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat zo symetrie, body nestrhavajte.
Plny pocet bodov dajte aj pri zabudnuti pripadu |{ BAC| = 90°.

3. Ukazte, Ze pocet sposobov, ktorymi mozno vydlazdit utvar dominovymi kockami, sa

Obr. 8

dd vyjadrit ako sicet dvoch druhyjch mocnin prirodzenych cisel. (Josef Tkadlec)

Riesenie. Ak by niektora z oboch c¢ervenych tuseciek na obr.4 pretinala prave jednu
dominovi kocku, zvysilo by ndm v Stvorci 6 x 6, ktory tato tsecka z daného utvaru
vyclenuje, vydlazdit 35 policok. To je ale samozrejme nemozné, kedze 35 je neparne
¢islo.

Plati teda, ze ktordkolvek z oboch ¢ervenych useciek bud nepretina ziadnu domi-
novi kocku (pripad A ako pri lavej isecke na obr. 4), alebo pretina préave dve dominové
kocky (pripad B ako pri pravej tisecke na obr. 4).

AI=B

Obr. 4

Ak pri niektorej ¢ervenej tsecke nastane pripad A, zvysi v prislusnom $tvorci 6 x
x 6 na vydlazdenie vsetkych 36 policok. Ozna¢me a pocet sposobov, ktorymi to mozno
spravit. Podobne ak nastane pripad B, ostéava v prisluSnom Stvorci vydlazdit oblast
majicu 34 policok. Prislusny pocet sposobov oznacme b. (Zrejme plati a > b.) Teraz
rozliSime tri pripady.

(a) Dlazdeni, v ktorych nastane pri oboch cervenych useckach pripad B, je
presne b2.

(b) Ak nastane raz pripad A a raz pripad B, je dlazdenie oblasti medzi tiseckami
urcené jednoznac¢ne podla toho, ¢i pripad A nastal vlavo alebo vpravo. DIaz-
deni tohto typu je teda 2ab.

(¢) V poslednom pripade ,A-A“ je mozné zvys$ny Stvorec 2 x 2 medzi ¢ervenymi
tseckami vydlazdit dvoma spésobmi, a vyslednych dlazdeni je teda 2a2.
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Celkovy pocet dlazdeni je b? + 2ab + 2a?, ¢o mozno upravit na zelany stcet dvoch
Stvorcov ako (a + b)? + a?. Tym je tiloha vyriesena.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Tie rozdelte medzi jednotlivé casti tilohy nasledovne:
> [2 body] Dékaz, ze hladané dldzdenia st Styroch druhov A-A, B-B, A-B, B-A alebo ekvivalentného

tvrdenia.

> [1 bod] Oznacenie poétov ¢iastoénych dlazdeni a, b (alebo inych dvoch poétov, napriklad a — b
ab).

> [2 body] Uréenie poc¢tu dlazdeni ako b2 + 2ab + 2a? (alebo ekvivalentny vyraz v pripade iného
oznacenia).

> [1 bod] Uprava vyrazu na stcet tvorcov.

Za snahy o priamy vypocet poc¢tu dlazdeni dajte body iba v pripade spravneho vysledku aj
spravnej argumentacie. Vzhladom na to, Ze uz hodnoty a = 6728 a b = 2900 sa nedaju lahko najst
bez pomoci pocéitaca, také riesenia neoCakédvame. Ak sa to predsa len podari, dajte 2 body za spravny
vypocet kazdej z hodnoét a, b.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢end pred Vianocami. Odportca sa odoslat ich najne-
skor 17. decembra 1. triedou.
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