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69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia tloh domaceho kola kategorie B

1. V redlnom obore uvazujme sustavu rovnic
3
4 2 _ 1
rt+y =|\at+t -,
a

3
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xt —y? = (a——)
a

s nenulovym redlnym parametrom a.
a) Ndjdite vsetky hodnoty a, pre ktoré md uvedend sustava riesenie.
b) Dokdzte, Ze pre lubovolné riesenie (x,y) tejto siustavy plati x* + |y| = 4.
(Jan Mazak)

RieSenie. Ststavu rieSime ako linedrnu stistavu rovnic s neznamymi z* a y2. Séitanim
oboch rovnic a vydelenim dvoma dostaneme

x4:%<(a+2>3+<a—%>3):a3+§. (1)

Podobne odc¢itanim druhej rovnice od prvej a vydelenim dvoma dostaneme

y2:%<<a+2>3—<a—%>3):3a+%. (2)

a) Ak dand ststava rovnic m4 riesenie v obore realnych ¢isel, nutne y? = 0. Zo
vztahu (2) vidime, ze musi byt a > 0. Naopak, ak je a > 0, st obe pravé strany rovnic
(1) a (2) kladné, a ich odmocnenim tak najdeme redlne ¢isla = a y, ktoré si rieSenim
ako ststavy (1) A (2), tak aj s 1iou ekvivalentnej povodnej sustavy rovnic.

b) Pre kladné reélne ¢islo a podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom dvoch kladnych ¢isel 22 a |y| a vdaka rovnostiam (1) a (2) plati
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Podla rovnakej nerovnosti medzi priemermi kladnych redlnych &isel a? a 1/a? dalej

plati
1 1
4 4 —
a+a4§2\/a-a4—2.
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Spolu dostavame

¢o sme mali dokazaf.



Dva priemery (aritmeticky a geometricky), na ktoré sme sa odvolali (dokonca
dvakrét), sa vo vSeobecnosti rovnaju iba v situdcii, ked sa rovnaji obe priemerované
hodnoty (pozri navodnt tlohu N3).

Rovnost v dokdzanej nerovnosti nastane prave vtedy, ked 22 = |y| a sticasne a* =
= 1/a*. Z druhej rovnosti vzhladom na a > 0 dostdvame a = 1, ¢o dosadené do (1)
a (2) ddva 2% = 4 a y? = 4, je teda splnend aj prva rovnost 22 = |y| = 2. Rovnost
v dokézanej nerovnosti teda nastane prave vtedy, ked a = 1.

4

Pozndmka. Ak rieSitelia poznaju aj nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom $tyroch nezapornych ¢isel, mozu ¢ast b) dokazat nasledovne. Plati

opit s dodatkom, Ze rovnost nastane prave vtedy, ked a = 1. Potom uz lahko dostaneme

2+ lyl =Vat + V2 2 Vi+Vi=4.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Pre ktoré hodnoty redlneho parametra a ma ststava rovnic

22442 =a,
2% 4 42 = a?
rieSenie v obore redlnych ¢isel? [Riesime ako linedrnu ststavu rovnic s nezndmymi x2,
y2, dostaneme 22 = a? —a = a(a — 1), y? = 2a — a® = a(2 — a). Z 22 2 0 dostaneme
a € R\ (0;1), zy? = 0 mame a € (0;2), obe podmienky spliaji a € {0} U (1;2).]
N2. V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic

r+y—z=2a,
r—y+z=2>b,
—x+y+z=2c
s redlnymi parametrami a, b, c [t =a+b,y=a+c¢, 2z =b+c]

N3. Pre nezaporné redlne ¢isla a, b plati tzv. nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom (AG-nerovnost)

Vab £ a—;b.

2
Dokéazte. Kedy nastane rovnost? [Nerovnost upravime na (\f — \/5) > 0, ktord

zrejme plati. Rovnost nastane iba v pripade a = b.]
N4. Dokazte, ze pre lubovolné kladné ¢&isla a, b, ¢, d plati

1 1
b d)| —+ — ] = 4.
(a +c)(ac+bd)_

[Roznéasobime vyraz na lavej strane a vyuZijeme nerovnost x+1/z = 2 (platna Vz > 0)
pre z = a/d a pre z = b/c.]



D1. Dokézte, ze pre Iubovolné &isla a, b z intervalu (1, c0) plati nerovnost
@+ 1) +1)—(a—1)%(b—-1)2 =>4

a zistite, kedy nastane rovnost. [59-C-II-2]

D2. Nijdite vsetky realne ¢&isla = a y, pre ktoré vyraz 2x2 + y2 — 2zy + 2z + 4 nadobuda
svoju najmensiu hodnotu. [65-C-I-3, ¢ast a)]

D3. Dokézte, ze pre lubovolné kladné reédlne ¢isla a, b plati

M<2(a2+3ab+b2)<a+b
- 5(a +b) - 2

)

a pre kazda z oboch nerovnosti zistite, kedy prechadza na rovnost. [59-C-I-5]
D4. N&jdite najmensiu moznt hodnotu vyrazu

32 — 12zy + y4,

v ktorom z a y st lubovolné celé nezaporné ¢isla. [65-C-1I-1]
D5. Urcte najmensiu hodnotu vyrazu

2
14 222’

V=24

pricom z je lubovolné redlne c¢islo. Pre ktoré x vyraz V tato hodnotu nadobuda?
[64-B-1I-2]
D6. Urcte vsetky dvojice (z,y) redlnych éisel, pre ktoré plati nerovnost

el )2 oY)
[63-B-I-2]

D7. Uréte vSetky realne cisla p také, ze pre lubovolné kladné éisla z, y plati nerovnost

3 3
z° +py” > y.
T+y
[50-B-1I-1]
D8. Najdite vietky mozné hodnoty stétu = + y, kde redlne &isla x, y spifiaji rovnost 23 +
+ y3 = 3zy. [48-B-1-6]

2. Prirodzené ¢islo n md aspon 73 dvojcifernych delitelov. Dokdzte, Ze jednym z nich je
¢islo 60. Uvedte tiez priklad ¢isla n, ktoré md prdve 73 dvojcifernych delitelov, vrdtane
ndleZitého zdovodnenia. (Josef Tkadlec)

Riesenie. Kedze 60 = 22 -3 -5, stadi v prvej ¢asti dokazaf, Ze prirodzené &islo n je
sucasne delitelné navzajom nesudelitelnymi ¢islami 3, 4 a 5. Na to pre kazdé z tychto
Cisel stacdi ukazat, Ze je nim delitelny aspor jeden dvojciferny delitel ¢isla n.
Dvojcifernych ¢isel je celkom 90. Medzi nimi st delitelné piatimi ¢isla 10 = 2 - 5,
15 =3-5,..., 95 = 19 - 5, ktorych je prave 18. Medzi dvojcifernymi c¢islami je tak
90 — 18 = 72 ¢isel, ktoré 5 delitelné nie st. Podla Dirichletovho principu tak medzi
Tubovolnymi 73 dvojcifernymi ¢islami je aspon jedno z nich delitelné 5, teda ¢islo 5 deli
aj ¢islo n zo zadania ulohy. Podobne dvojciferné ¢isla delitelné $tyrmi st 12 = 3 - 4 az
96 = 24 - 4, ktorych je prave 22, teda zvysnych 90 — 22 = 68 ¢isel Styrmi delitelnych nie
je. Medzi lubovolnymi 73 dvojcifernymi ¢islami je tak asponi jedno, ktoré je delitelné 4.
A napokon ¢islom 3 sa delitelné dvojciferné ¢isla 12 = 4 -3 az 99 = 33 - 3, ktorych
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je 30, a teda podla Dirichletovho principu medzi 73 dvojcifernymi ¢islami je aspon
jedno delitelné tromi. Tym je prva cast rieSenia hotova.

Teraz najdeme priklad ¢isla n, ktoré méa prave 73 dvojcifernych delitelov. Staci
sa urcite obmedzit na delitele najmensieho spolo¢ného nasobku vSetkych dvojcifernych
Cisel, teda cisla

26.3%4.52.72.11.13-17-...-97.

sucin vsetkych dvojcifernych prvocisel

Vyberajme v poradi podla velkosti prvociselné delitele pre ¢islo n v mocnine, v akej
sa vyskytuji v uvedenom suéine, a postupne pocitajme, kolko novych dvojcifernych
delitelov ¢isla n kazdé nové prvocislo prinesie.

Nech teda najvyssia mocnina 2 deliaca ¢islo n je 26. Cislo n tak bude delitelné
tromi dvojcifernymi cislami

Podobne ak najvyssia mocnina ¢isla 3, ktora deli n, je 3* = 81, bude ¢islo n dalej
delitelné dvojcifernymi ¢islami

3-4=12, 3-8=24, 3-16=48, 3-32=96,
32.2=18, 3%2.4=36, 32.8=72, 33=27, 3*.2=54, 3%*=28I,

ktorych je 10.
Podobne ak najvyssia mocnina é&isla 5, ktora deli deli n, je 52, bude ¢islo n dalej
delitelné dvojcifernymi ¢islami

5-2=10, 5-3=15, 5-4=20, 5-5=25, 5-6=30, 5-8=40,
5-9=45, 5-10=50, 5-12=60, 5-15=75, 5-16=80, 5-18=90,

ktorych je 12.

A ak najvysSia mocnina &isla 7, ktora deli n, je 72, bude ¢islo n zatial delitelné
¢islami od 2 do 14 s vynimkou &isel 11 a 13. Tychto &isel je 11. Cislo n tak bude mat
dalej dvojciferné delitele, ktoré ziskame vynésobenim ¢isla 7 tymito 11 éislami. Vidime,
7e teraz ma takto vybrané ¢islo n uz 3 + 10 + 12 + 11 = 36 delitelov.

Vsetky dvojciferné prvocisla 11,13,... sa v Gvodnom sucine vyskytuju v prvej
mocnine. Pokra¢ujme preto v rozsirovani doposial vytvorenej hodnoty n = 26 - 3*.52 . 72
s 36 dvojcifernymi delitelmi o dvojciferné prvociselné delitele s jedinym zastipenim,
a to opit postupne podla ich velkosti. Pridanim prvocisla 11 ziska ¢islo n dalSich
9 dvojcifernych delitelov od 11 -1 = 11 do 11 -9 = 99. Potom bude mat ¢islo n uz
36 + 9 = 45 delitelov.

Pridanim prvoéisla 13 budu dalsimi siedmimi dvojcifernymi delitelmi ¢isla n ¢isla
13-1 =13 az 13- 7 = 91, celkom uz teda mame 45 + 7 = 52 dvojcifernych delitelov
¢isla n. S kazdym pridanym prvoéislom p € {17,19}, ktorym bude ¢islo n delitelné,
mu pribudne pét dvojcifernych delitefov od p do 5p, a bude ich mat 52 + 10 = 62.
S prvocislom 23 dostaneme dalSie Styri dvojciferné delitele 23 - 1 = 23 az 23 -4 = 92,
celkom ich uz mame 62+4 = 66. S kazdym z prvocisel p € {29, 31} dostaneme dalsie tri
dvojciferné delitele p, 2p, 3p, takze dvojcifernych delitelov uz je 66 + 6 = 72. Chyba uz

4



iba jeden dvojciferny delitel do pozadovaného poc¢tu 73, za neho musime vziat nejaké
prvocislo vicsie ako 50, napriklad 53.
Prave 73 dvojcifernych delitelov tak mé napriklad ¢islo

n=20.3*.52.72.11-13-17-19-23-29 - 31 - 53.

Pri konstrukcii vyhovujiceho ¢isla n mozeme postupovat aj inak: ak napriklad
najvyssia mocnina ¢isla 3, ktora deli n, bude iba 32 a v zavere namiesto prvodcisla 53
vezmeme prvocislo 37, bude nové n mat navyse dvojciferné delitele 37 a 74 a z povodnych
pride o delitele 81 a 53. Dostaneme tak iné vyhovujuce ¢islo

ng=20.3.52.72.11-13-17-19-23-29- 31 - 37.

Iné riesenie. Najmensi spolo¢ny nasobok vsetkych 90 dvojcifernych ¢isel

20.3%.5%.72.11-13-17-...-97

sucin vsetkych dvojcifernych prvocisel

mé prave 90 dvojcifernych delitelov. Ak ho vydelime vSetkymi prvocislami od 53 do 97,
ktorych je prave 10, pride vysledné ¢islo o desat dvojcifernych delitelov, a bude tak mat
iba 80 dvojcifernych delitelov.

Ak tento podiel dalej vydelime prvocislami p € {37,41,43,47}, pride vzniknuté
¢islo s kazdym prvocislom p o dvojciferné delitele p a 2p. Po tychto Styroch deleniach
tak bude mat vysledné ¢islo este 80 — 8 = 72 dvojcifernych delitelov. Ak by sme dalej
vydelili toto ¢islo nasledujicim prvocislom 31, stratili by sme uz tri dvojciferné delitele,
31, 62 a 93, ¢o je privela. Aby ubudol jeden dvojciferny delitel, staci nase ¢islo delit 3
(stratime iba delitela 3* = 81) alebo 2 (ubudne delitel 26 = 64) a dostaneme tak
vyhovujtce ¢isla

ng=20.3.52.72.11-13-17-19-23-29-31- 37
(ktoré sme obdrzali uz predchadzajicou konstrukciou) a
ny=2-3*.52.72.11-13-17-19-23-29 - 31 - 37.

Uvedomme si, Ze ak by sme v poslednom kroku vydelili doposial zostrojené ¢islo
namiesto 2 alebo 3 prvocislom 5, ubudli by nam tri delitele 25, 50, 75.

Dodajme eSte pre zaujimavost, Ze najmensi spoloény nasobok vSetkych dvojcifer-
nych ¢isel (vypisany v prvej vete tohto riesenia) ma 248 446 976 delitelov, ktoré maja po
73 dvojcifernych deliteloch. Najmensi z nich je ¢islo n; najdené postupom z pévodného
rieSenia, najvicsi potom ¢islo ng, ktoré dostaneme, ked vychodiskovy najmensi spolo¢ny
nasobok vydelime st¢inom 2 -11-13:

n3=2°.34.52.7%.17-19.23....-97.

suéin vsetkych dvojcifernych prvocisel od 17 do 97

Iné rieSenie. UkdZzeme este jednu konstrukciu ¢isla, ktoré mé prave 73 dvojcifernych
delitelov. Vezmime sG¢in vSetkych dvojcifernych ¢isel, ktoré nie st delitelné siedmimi,
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t.j. vynechame ¢isla 2 - 7,...,14 - 7, ktorych je 13. Vytvorime tak stc¢in 90 — 13 =
= 77 cisel, ktory ma préave tychto 77 dvojcifernych delitelov, lebo Ziadne z nich nie
je delitelné siedmimi, ako je naopak kazdé z 13 vynechanych ¢isel. Je teda nutné este
Styri delitele zrug$if, a to napriklad tak, Ze zo stéinu odstranime $tyri ¢initele, za ktoré
vyberieme Tubovolné styri prvocisla vicsie ako 50, napriklad Styri najvicsie 97, 89, 83
a 79, a budeme potom hotovi. Dostaneme tak vyhovujuce ¢islo

ng=20-3".5%.11-13-17-...-73.

sucin vsetkych dvojcifernych prvocisel od 11 do 73

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Dé6.

D7.

Prirodzené ¢&islo n nie je delitelné siedmimi. Dokazte, ze ma nanajvys 85 delitelov men-
sich ako 100. [Cislo n uréite nie je delitelné 14 &islami z mnoziny {7, 14,21,28, ..., 98},
teda pocet jeho delitelov mensich ako 100 je nanajvys 99 — 14 = 85.]

Na4jdite prirodzené ¢islo n, ktoré nie je delitelné siedmimi a mé prave 85 delitelov
mensich ako 100. [Za n staéi vziat sacéin vSetkych éisel mensich ako 100, ktoré nie st
nasobkami siedmich.]

Kolko dvojcifernych delitelov ma ¢islo 202020197 [Kedze 2020 = 22 -5-101, dvojciferné
delitele ¢isla 20202912 budi prave tie, ktoré maji v prvociselnom rozklade iba dvojky
a piatky. Su to éisla (usporiadané najskoér podla mocnin ¢isla 5 a potom podla mocnin
éisla 2, ktoré ho delia)

24 =16, 2°=32, 26=64, 5.2=10, 5-22=20,
5.23 =40, 5-2*=80, 52=25 5%2.2=50,

ktorych je préve 9.]

Kolko dvojcifernych delitelov ma ¢islo 22 - 33 - 4% . 55 . 65 . 772 [Tych je 36. To zistime
bud priamo ich vypisanim (10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 35,
36, 40, 42, 45, 48, 49, 50, 54, 56, 60, 63, 64, 70, 72, 75, 80, 81, 84, 90, 96, 98), alebo
zistenim o zozname v8etkych 21 dvojcifernych prvocisel 11, 13, ..., 97, Ze maju spolu
54 dvojcifernych nasobkov, a to jednotlivo postupne 9, 7, 5 (dvakrat), 4, 3 (dvakrat),
2 (Styrikrat) a 1 (desatkrat) — hladany pocet je teda 90 — 54 = 36. |

Kolko dvojcifernych delitelov ma ¢islo 50! = 50 -49 - 48 - ... - 2 - 1?7 [Na rozdiel od
predchadzajucej dlohy je jednoduchsie spocitat ¢isla, ktoré delitelmi nie st. Su to
vSetky prvocisla vicsie ako 50, tych je 10. Pocet vsSetkych dvojcifernych delitelov
tak je 80. Treba si rozmysliet, Zze prvocisla mensie ako 50 st obsiahnuté v ¢isle 50!
v dostato¢nej mocnine.]

Kolko dvojcifernych delitelov ma ¢islo 20!?7 [Stadi vylacit prvodisla vicsie ako 20
a ich nésobky, tych je 28. Podet vSetkych dvojcifernych delitelov tak je 62. Treba si
rozmysliet, Ze prvoc¢isla mensie ako 20 st obsiahnuté v éisle 20! v dostato¢nej mocnine. |
N4jdite vSetky prirodzené cisla n, pre ktoré ma n! viac dvojcifernych delitelov ako
(n—1)!. [Urcite su to vSetky prvocisla do sto, ktoré su vicsie ako 3, a potom ¢&isla, ked
n! obsahuje vy$$iu mocninu nejakého prvoéisla ako (n — 1)! takd, Zze tdto mocnina je
mensia ako sto, t.j. pre p=7jeton =14, pre p=5n =10, pre p=3 n = 6,9 a pre
p=2n=4,6,8, t.]. st to vietky prvoéisla od 5 do 97 a navyse 4,6, 8,9,10,14.]
Existuje prirodzené &islo n, ze n! je delitelny prave polovicou zo vSetkych dvojcifernych
éisel? [Treba brat prvodisla mensSie ako sto od najvécsieho a pozerat sa, kolko jeho
nasobkov je mensich ako 100. Ukaze sa, ze 12! méa 43 dvojcifernych delitelov a 13! ma
50 dvojcifernych delitelov, t.j. 45 dvojcifernych delitelov nema ziadne n!.]

Najdite najmensie prirodzené cislo k také, ze kazda k-prvkova mnozina trojcifernych
po dvoch nesudelitelnych ¢isel obsahuje asponi jedno prvoéislo. [56-B-I-3]

Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najvicsi pocet Cisel tak, aby stcet ziadnych
dvoch vybranych cisel nebol ndsobkom jedenastich. Vysvetlite, preco zvoleny vyber ma
pozadovant vlastnost a preco ziadny vyber viicsieho poétu ¢isel nevyhovuje. [68-C-1-5]
N4jdite najmenSie prirodzené ¢islo k, pre ktoré plati: Ak vyberieme Iubovolnych
k roznych ¢isel z mnoziny {1,4,7,10,13,...,1999}, potom medzi vybranymi existuja
dve rozne ¢isla, ktorych stéet sa rovna 2000. [49-C-S-1]

Urcte najmensie prirodzené éislo k, pre ktoré plati: Ak vyberieme Tubovolnych k roz-
nych éisel z mnoziny {1,2,3,...,2000}, tak medzi vybranymi &islami existuja dve,
ktorych sucet alebo rozdiel je 667. [49-A-S-3]
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D8. Najdite vsetky prirodzené cisla, ktoré maja rovnaky pocet parnych a neparnych de-
litelov. [Su to é&isla tvaru 2, pri¢om ! je nepéarne ¢islo. Kazdé hladané ¢islo musi byt
parne — vtedy vsak predpis d — 2d urcuje injektivne zobrazenie mnoziny vsetkych jeho
neparnych delitelov do mnoziny vsetkych jeho parnych delitelov, teda toto zobrazenie
musi byt podla zadania aj surjektivne, a preto je hladané ¢islo tvaru 2I, pricom [ je
jeho najvacési neparny delitel.]

D9. Sugin vsetkych kladnych delitelov prirodzeného &isla n je 2015, Uréte n. [64-B-11-1]

3. Nech AC je priemer kruznice opisanej tetivovému Stvoruholniku ABCD. Predpokla-
dagme, Ze na polpriamkach opacnych k polpriamkam AD a DC' existuju postupne body
A" # A a C'# D také, ze plati |AB| = |A'B| a |BC| = |BC’|. Dokdzte tvrdenia:
a) Body A', B, C' a D leZia na jednej kruznici k.
b) Ak je O stred kruinice k a Oa, O¢ su postupne stredy kruinic opisanych
trojuholnikom AA'B, CC'B, tak plati OO 4 L OO¢.

(Jaroslav Svréek)

RieSenie. a) Kedze stvoruholnik ABCD je tetivovy, je stcet jeho vnutornych uhlov
pri vrcholoch A a C rovny 180°, teda uhly BCD a BAA’ st zhodné (druhy z nich je
vonkajsi k vniutornému uhlu $tvoruholnika pri vrchole A, obr. 1). Trojuholnik ABA’ je
z rovnosti |AB| = |A’B| rovnoramenny, jeho vnutorné uhly pri vrcholoch A a A’ st
preto zhodné. Podobne st zhodné vnutorné uhly pri vrcholoch C' a C’ v trojuholniku
BCC'. Teda aj uhly DC'B a DA’'B st zhodné. Kedze body A’ a C’ lezia v jednej
polrovine BD A, vyplyva z toho podla vety o obvodovom uhle, Ze body A’, B, D a C’
leZia na jednej kruznici k, ¢o sme mali dokazat.

Obr. 1

b) Kedze AC je priemerom kruznice opisanej Stvoruholniku ABCD, je podla
Talesovej vety uhol ADC, teda aj uhol A’DC (a k nemu vedlajsi uhol A’DC") pravy.
Usecka A'C’ je preto z Talesovej vety priemerom kruznice k, teda aj uhol A’BC’ je
pravy. Body O a O4 lezia na osi usecky BA’, podobne aj body O a O¢ lezia na osi
usecky BC'. Avsak, ako sme uz dokézali, tisecky BA’ a BC' st na seba kolmé, takze aj
ich osi OO 4 a OO¢ st na seba kolmé, a teda plati OO 4 L OO¢, ¢o sme mali dokazat.
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Poznamka. Dodajme pre zaujimavost, Ze obe kruznice na obr.1 st zhodné, lebo s
opisané trojuholnikom ABC a A’BC’, a tie st zhodné podla vety sus (ako vyplyva
z dvoch rovnosti zo zadania a z nasho zistenia v ¢asti b) rieSenia, Ze pravy je nielen

uhol ABC, ale aj uhol A’BC").

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

Ds.

D9.

Pripomente si Talesovu vetu a vseobecnejsi poznatok o obvodovych a stredovych
uhloch v danej kruznici.
Styri rozne body A, B, C, D lezia na jednej kruznici. Dokazte, Ze osi tseciek AB, AC,
AD, BC, BD, CD prechadzaju tym istym bodom. [Je to stred kruznice prechadzajtcej
bodmi A, B, C, D.]
Nech M je vnutorny bod zdkladne BC' rovnoramenného trojuholnika ABC'. Na jeho
ramene AB lezi bod D tak, ze |M B| = |M D|. Dokazte, ze body A, C, M, D lezia
na jednej kruznici. [Z rovnoramennych trojuholnikov ABC a M BD vyplyva postupne
zhodnost uhlov ACM, ACB, CBA, MBD a M DB, posledny z nich je vsak vedlajsi
uhol k uhlu ADM, takze sucet uhlov pri protilahlych vrcholoch C a D stvoruholnika
ADMC je rovny 180°.]
Nech ABCD je konvexny stvoruholnik, v ktorom AD 1 BD. Ozna¢me M priese¢nik
jeho uhlopriecok a zostrojme kolmy priemet P bodu M na priamku AB a kolmy
priemet @ bodu B na priamku AC. Dokéazte, ze bod M je stredom kruznice vpisanej
trojuholniku PQD. [68-B-I-5]
Danéa je kruznica k a jej priemer AB. Vnutri usecky AB zvolime lubovolny bod C
a potom na kruznici k vyberieme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD|. Os uhla ABD
pretina kruznicu k v bode E (rdéznom od bodu B). Dokéazte, ze trojuholniky AEC
a CBD st podobné. [68-B-5-3]
Dana je kruznica k so stredom S a tetivou AB, ktora nie je jej priemerom. Na pol-
priamke opac¢nej k polpriamke BA je vybrany lubovolny bod K rozny od B. Dokazte,
ze kruznica opisané trojuholniku AKS pretina kruznicu k& v takom bode C, ktory je
stimerne zdruzeny s bodom B podla priamky SK. [68-B-11-3]
Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Oznacme D pidtu vysky z vrcholu A a Di, D2
obrazy bodu D v osovych stiimernostiach postupne podla priamok AB, AC. Dalej
oznaéme F7 a FE2 body na priamke BC také, ze D1E; || AB a DaEs || AC. Dokézte,
ze body D1, D2, E1, E2 lezia na jednej kruznici, ktorej stred lezi na kruznici opisanej
trojuholniku ABC'. [68-A-I-2]
Nech V je prieseénik vysok ostrouhlého trojuholnika ABC'. Priamka CV je spolo¢nou
doty¢nicou kruznic k a I, ktoré sa zvonka dotykaja v bode V a pritom kazda z nich
prechddza jednym z vrcholov A a B. Ich priese¢niky s vnutrami stran AC a BC
oznaéme P a Q. Dokazte, ze polpriamka VC' je osou uhla PV Q a ze body A, B, P, Q
lezia na jednej kruznici. [62-B-I-3]
V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABC D s dlhsou zdkladiiou AB a pravym uhlom
pri vrchole A. Ozna¢me ki kruZnicu zostrojent nad stranou AD ako nad priemerom
a kg kruznicu, ktord prechéddza bodmi B, C a dotyka sa priamky AB. Ak maju
kruznice ki, kg vonkajsi dotyk v bode P, je priamka BC doty¢nicou kruznice opisanej
trojuholniku CDP. Dokazte. [562-B-1I-4]
V rovine je dany rovnobeznik ABC D, ktorého uhlopriecka BD je kolma na stranu AD.
Ozna¢me M (M # A) prieseénik priamky AC s kruznicou majicou priemer AD.
Dokazte, ze os usecky BM prechadza stredom strany C'D. [57-B-1I-3|
Ozna¢me K lubovolny vnatorny bod strany AB daného trojuholnika ABC'. Priamka
CK pretina kruznicu opisana trojuholniku ABC v bode L (L # C). Oznaéme ki
kruznicu opisant trojuholniku AKL a ko kruznicu opisani trojuholniku BKL.
a) Dokézte, ze priamka AC je doty¢nicou ku kruznici ki préave vtedy, ked
priamka BC' je doty¢nicou ku kruznici ks.
b) Predpokladajme, ze priamka AC je se¢nicou kruznice k1. Nech P (P # A) je
priese¢nik priamky AC s kruznicou k1 a Q (Q # B) je prieseénik priamky BC
s kruznicou ka. Dokazte, ze bod K lezi na usecke PQ. [53-A-II-3]
Dané su kruznice k, [, ktoré sa pretinaju v bodoch A, B. Ozna¢me K, L postupne
dotykové body ich spolo¢nej dotyc¢nice zvolené tak, ze bod B je vnutornym bodom
trojuholnika AK L. Na kruzniciach k a [ zvolme postupne body N a M tak, aby bod A
bol vnatornym bodom tsecky M N. Dokazte, ze Stvoruholnik K LM N je tetivovy prave
vtedy, ked priamka M N je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku AK L. [60-A-I-3]
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4. Nech p, q si dané nesudelitelné prirodzené ¢isla. DokdZte, Ze ak md rovnica
pr* = (p+qlr+p=0
celociselny koren, tak md celociselny koren aj rovnica

pr? +qr+p? —q=0.
(Patrik Bak)

Riesenie. Nech z( je celociselny koren prvej rovnice. Z jej prepisu na tvar

p(zg +1) = (p + q)zo (1)

vidime, 7ze zg > 0, pretoze zvysné ¢initele p, 22 + 1 a p+ ¢ v (1) st podla predpokladu
prirodzené éisla. Najvicsi spoloény delitel ¢isel zg a x3 + 1 deli aj ¢islo (23 + 1) —
— xo - mo = 1, takZe &isla xy a 23 + 1 st nestudelitelné, a z rovnice (1) tak vyplyva, Ze
xo deli ¢islo p. Naopak, z nesudelitelnosti ¢isel p a g vyplyva aj nesudelitelnost ¢isel p
a p+ q, a tak z vySSie uvedenej rovnice vidime, ze aj ¢islo p deli zo. KedZze obe tieto
¢isla su prirodzené, vyplyva z toho z¢ = p.

Ked dosadime p za z¢ do (1) a potom obe strany vydelime nenulovou hodnotou p,
dostaneme

p*+1=p+gq, cize qg=p’—p+1

Teraz toto vyjadrenie ¢isla ¢ dosadime do druhej zadanej rovnice a postupne upravime:

0=pz’+(p*—p+Lz+p°— (P —p+1)=
=pr’+(p*—p+La+p—1=(pz+1)(z+p—1).

Vidime, ze upravend, a teda aj druh& pévodne zadané rovnica ma celociselny koren
1 — p. Tym je tvrdenie tlohy dokéazané.

Pozndmka. Kltucovy vzfah ¢ = p? — p + 1 mdzeme tiez odvodit tak, Ze rovnost (1)
prepiseme na tvar
p  To
p+q i+

v ktorom na oboch stranich stoja zlomky v zékladnom tvare, takZe sa musia rovnat

ako ich citatele, tak aj menovatele: p = xg a p+ ¢ = 23 + 1 = p? + 1, odkial uz mame
2

q=p°—p+1

Pozndmka. Ukédzeme na prikladoch, Ze pre sudelitelné prirodzené éisla p, ¢ tvrdenie
tlohy vo vSeobecnosti neplati. Pre p = ¢ = 2 m4 prva rovnica 222 — 4z +2 = 0
celociselny koren 1, zatial ¢o druhd rovnica 2x2 4 2z 4+ 2 = 0 nem4 ziadny koreti. In4
situdcia nastane pre p = 14 a ¢ = 86: prva rovnica 1422 — 100z + 14 = 0 ma koren 7,
avSak druh4 rovnica 14x2 4 86x + 110 = 0 ma4 iba iracionalne korene.
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NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

NG6.

N7.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Dokazte, ze ak a, b a ¢ st kladné realne ¢isla, tak je kladny aj kazdy koren kvadratickej
rovnice ax? — bz + ¢ = 0. [Lava strana rovnice je kladna pre kazdé = < 0.]

Dokézte, e ak ma rovnica az? + bx 4+ ¢ = 0 celodiselné koeficienty a, b a ¢, tak kazdy
jej koreri, ktory je aj celym éislom, musi byt delitelom ¢&isla c. [Vyplyva to z tGpravy
rovnice na tvar ¢ = —z(az + b).]

Nech prirodzené ¢islo a je delitelom prirodzeného ¢&isla b a stcasne ¢islo b je delitelom a.
Potom a = b. Dokazte. [Plati a < b aj b < a.]

Prirodzené ¢isla a a b st nestdelitelné, rovnako ako prirodzené ¢isla c a d. Dokézte, Ze
z rovnosti ac = bd potom vyplyva a = d a b = ¢. [Uvedomte si, kedy z = | yz vyplyva
Dokazte, ze ak su ¢isla a, b nesudelitelné, plati to isté aj o ¢islach a, a + b. [Kazdy
spoloény delitel ¢isel a, a + b deli aj ¢islo (a +b) —a =b.]

Nech a je prirodzené &islo, uréte vietky mozné najvicsie spoloéné delitele &isel a a a? +
+4. [Nech d je najvicsi spoloény delitel oboch ¢isel, potom d deli ¢&islo (a?+4)—a-a = 4.
Najviacsi spolo¢ny delitel oboch ¢isel teda méze byt 1, 2 alebo 4. Prva moznost nastane
pre a neparne, druhé pre a delitelné dvoma a nie $tyrmi, tretia pre a delitelné styrmi.]
Nech p je prirodzené &islo. Najdite korene rovnice pz? + (p2 —p+ 1)z +p—1 = 0.
[x1 = —1/p, z2 =1 — p]

Najdite vsetky trojciferné cisla n, ktorych druhd mocnina kon¢i rovnakym trojcislim
ako druhé mocnina ¢isla 3n — 2. [60-B-S-1]

Najdite vSetky dvojice celych ¢isel (a,b), ktoré st rieSenim rovnice a? + 7ab + 6b% +
+5a+4b+ 3 =0. [66-B-I1-1]

Najdite vSetky rieSenia rovnice zyz = 3(x + y + z) v obore celych kladnych &isel.
Riesenia, ktoré sa lisia iba poradim, nepovazujeme za rozne. [36—B—II-3b]

Kolko existuje celych kladnych ¢&isel z < 2002000 takych, Ze ¢islo 2002000 deli é&islo
x3 — 1?7 [41-B-1-6]

Cislo 2n* 4+ n3 4 50 je delitené Siestimi prave pre tie prirodzené &isla n, pre ktoré je
Gislo 2 - 4™ + 3™ + 50 delitelné trindstimi. Dokazte. [45-B-1-4]

5. Dané su kruznice a(A;ry), b(B;mp), ktoré sa zvonka dotgkaji v bode T. Ich spolocénd
vonkagjsia dotycnica sa dotyka kruznice a v bode T, a kruznice b v bode Ty,. Pomocou
ra, Ty vyjadrite pomer polomerov kruznic k., ky opisanych postupne trojuholnikom

T, AT, T,BT.

(Sdrka Gergelitsova)

Riesenie. Oznacme () priesecnik spolo¢nej vonkajsej dotyc¢nice 7,7, so spolo¢nou
vnutornou dotycnicou kruznic a a b v bode T'. Doty¢nica ku kruznici zviera s priemerom
tejto kruznice prechadzajicim bodom dotyku pravy uhol, a tak uhly AT,Q a ATQ su
pravé. Body T, a T preto lezia podla Talesovej vety na kruznici s priemerom AQ),
tato kruznica je potom aj kruznicou k, opisanou trojuholniku 7, AT (obr.2). Podobne
ukazeme, ze QB je priemerom kruznice k.

Obr. 2
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Priamky QT a QT, st doty¢nice kruznice a, priamka QA prechadzajuca jej stredom
je tak osou uhla T'QT,. Z podobného dévodu je priamka QB osou uhla T'QT;,. Uhol
T,QT, je priamy, priamky AQ a B(Q tak zvieraju pravy uhol a trojuholnik ABQ je
pravouhly. Velkost jeho odvesny AQ je podla Euklidovej vety |AQ| = /ra(ra + 1)
a pre velkost druhej odvesny plati |BQ| = \/7p(rq + 7).

Hladany pomer polomerov kruznic opisanych trojuholnikom T, AT, T, BT je rovny
pomeru velkosti ich priemerov AQ a B(Q, teda

’AQ‘ \/T Ta+Tb \/E

‘BQ’ (Ta—|—7“b

Iné riesenie. Rovnako ako v predchadzajicom rieSeni uvazujme priesecnik () spoloc¢nej
vnutornej a vonkajsej dotycnice kruznic a, b. Zo symetrie dotyc¢nic ku kruznici a vyplyva
|ITQ| = |T,Q| a podobne zo symetrie doty¢nic ku kruznici b vyplyva |TQ| = |T,Q)|.
Bod @ je preto stredom kruznice opisanej trojuholniku 77,T; a jeho strana 7,7} je
zaroven jej priemerom. Podla Téalesovej vety je teda uhol T, TT, pravy. Stucet velkosti
uhlov ATT, a BTT, je tak 90°. Z kolmosti QT 1 AT potom dostéavame, ze uhol
T,7TQ mé rovnaka velkost ako uhol T,TB, a preto st rovnoramenné trojuholniky
T.QT a T, BT podobné. Bod @ ale lezi na kruznici k, opisanej trojuholniku ATT,,
lebo $tvoruholnik AT'QT, je podla Talesovej vety tetivovy. V podobnosti trojuholnikov
T.,QT ~ T, BT tak kruznici k, zodpoveda kruznica kj, ktora je opisana trojuholniku
TyBT. 7 toho vyplyva, ze pomer polomerov kruznic k, a ks je rovny pomeru dlzok
ich tetiv QT a BT. Analogickou tivahou o podobnosti trojuholnikov T, AT ~ T,QT
s prihliadnutim na to, ze bod @) lezi na kruznici b, dostaneme, Ze ten isty pomer je
rovnaky ako pomer dizok inych ich tetiv AT a QT. Preto hodnotu p hladaného pomeru
mozeme ziskat ako odmocninu zo stéinu jej rovnych hodnét:

Qr| |AT| _ [|AT| _ [ma
BT| " |QT| ~ \ 18T "V n,

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech V, a V, st pidty vysok trojuholnika ABC postupne z vrcholov A a B a V je
priese¢nik jeho vySok. a) Dokdzte, ze body A, B, Vg, V} lezia na jednej kruznici.
b) Dokézte, ze body V, Vg, C, V}, lezia na jednej kruznici. [a) Podla Talesovej vety je
to kruznica s priemerom AB. b) Podla Téalesovej vety je to kruznica s priemerom CV.]

N2. Pripomerite si znenie Euklidovych viet o vyske a odvesne pravouhlého trojuholnika.

N3. Kruznica kj lezi zvonka kruznice kg, a je s nou disjunktna. Nech ich vonkajsie spolo¢né
dotyc¢nice T, Ty, a TaTp (Ta,TA € kq, Ty, TB € ky, Ty # Ta a Ty ;é TB) pretinaju
ich spoloént vnatorna dotyénicu VoV, (Vi € ka, Vi, € kp) postupne v bodoch A a B.
Dokéazte, ze |ToTy| = |TaTg| = |AB|. [Prva rovnost vyplyva zo stmernosti podla
prlamky prechadzajicej stredmi oboch kruznic. Dalej zo stimernosti plati [T, A| =
= |VaA|, [TyA| = |WA|, |TaB| = |VoB|, |TgB| = |V, B|. S¢itanim tychto rovnic
dostaneme |Tq A| + [Ty A| + |TaB| + |TB| = |Vo Al + |VbA| + |VaB| + |V B|. Na lavej
strane rovnice je stcet (rovnakych) dizok |T,Ty| a |TaTg|, na pravej dvojnisobok
|AB]|, odtial tak vyplyva druhd dokazovana rovnost.]

D1. Pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB je opisand kruznica. Pity kolmic
z bodov A, B na dotyénicu k tejto kruznici v bode C ozna¢me D, E. Vyjadrite dizku
tsecky DE pomocou dlzok odvesien trojuholnika ABC. [58-C-1-2]

D2. Pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB a obsahom S je opisand kruZnica.
Doty¢nica k tejto kruznici v bode C' pretina dotyc¢nice vedené bodmi A a B v bodoch
D a E. Vyjadrite dlzku tsecky DE pomocou dlzky ¢ prepony a obsahu S. [568-C-I1I-4]
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D3. Nech k je polkruZnica zostrojend nad priemerom AB, ktord lezi vo vnutri Stvorca
ABCD. Uvazujme jej doty¢nicu t1 z bodu C (r6znu od BC) a ozna¢me P jej prieseénik
so stranou AD. Nech t2 je spolo¢nd vonkajSia dotycnica polkruznice k a kruznice
vpisanej trojuholniku CDP (rézna od AD). Dokazte, ze priamky t1 a t2 si navzijom
kolmé. [51-B-1-3]

D4. Kruznice k(S,r) a (O, R) sa zvonku dotykaji v bode T. Ich spolo¢nd doty¢nica
v bode T pretina ich vonkajsiu spolo¢nt doty¢nicu v bode M. Dokazte, ze trojuholnik
SOM je pravouhly a vyjadrite jeho obsah pomocou polomerov r, R danych kruznic.
[50-C-T11-2]

D5. V rovine st dané kruznice k a [, ktoré sa pretinaju v bodoch E a F. Doty¢nica ku
kruznici | zostrojend v bode F pretina kruznicu k v bode H (H # E). Na obluku EH
kruznice k, ktory neobsahuje bod F, zvolme bod C (E # C # H) a prieseénik
priamky CE s kruznicou | oznaéme D (D # E). Dokazte, Ze trojuholniky DEF a CHF
st podobné. [66-B-II-3]

D6. Kruznica k so stredom S je opisand pravidelnému Sestuholniku ABCDEF'. Doty¢nica
v bode A ku kruznici k pretina priamku SB v bode K a doty¢nica v bode B pretina
priamku SC v bode L. Dokazte, ze stvoruholniku K LCB sa d4 opisat kruznica, ktord
je zhodné s kruznicou k. [56-C-S-2]

6. Figurka strelca ohrozuje na Sachovnici lubovolné policko diagondly, na ktorej strelec
stoji. Ak vsak na niektorom policku diagondly stoji veZa, strelec uZ policka za mou neo-
hrozuje. Urcte najvicsi mozny pocet strelcov, ktorych moZeme spolu so Styrmi veZami
umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa strelci navzdjom neohrozovali. (Jan Mazak)

Riesenie. Kazdé biele policko lezi na niektorej zo siedmich diagonal rovnobeznych
s bielou hlavnou diagonalou a vyznacenych na obr. 3 Sipkami. Podobne lezi ¢ierne policko
na niektorej zo siedmich diagonal rovnobeznych s ¢iernou hlavnou diagonalou. Na kazdej
z tychto diagonal bez vezi moéze stat nanajvys jeden strelec. Na prazdnu Sachovnicu
mozno teda umiestnit nanajvys 14 strelcov.

Vo vseobecnej situdcii, ked je na Sachovnici rozmiestnenych povedzme k vezi, pre
kazdt diagondlu D zo 14 nami uvazovanych oznac¢ime kp pocet vezi, ktoré na nej
stoja. Celé cisla kp su teda nezaporné a ich sucet je rovny k. Pritomnych kp vezi
vymedzuje na diagondle D zrejme nanajvys kp + 1 tisekov policok bez veze a na kazdom
z nich moze byt nanajvys jeden strelec, teda na celej diagonale D je dokopy nanajvys
kp + 1 strelcov. Pocet neohrozujicich sa strelcov na celej Sachovnici tak neprevysuje
sucet 14 cisel kp + 1, ktory je rovny k£ + 14, teda 18 v pripade k = 4.

NN NN

Obr. 3

Obr. 4 ukazuje priklad Sachovnice so Styrmi vezami, na ktorti sme umiestnili
18 strelcov, aby sa navzajom neohrozovali.

Odpoved. Hladany najviac¢si pocet strelcov, ktorych mozno umiestnif spolu so Styrmi
vezami na Sachovnicu tak, aby sa strelci navzajom neohrozovali, je prave 18.
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NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Aky najvicsi pocet strelcov mozno umiestnit na biele policka Sachovnice 8 x 8 tak,
aby sa navzajom neohrozovali? [Sedem. Na Sachovnici uvazujme diagonaly rovnobezné
s bielou hlavnou diagonélou. Vratane nej je ich prave 7. Na kazd( mozeme umiestnit
nanajvy$ jedného strelca. Kedze kazdé biele policko lezi na niektorej z tychto dia-
gonal, moézeme na Sachovnici umiestnit nanajvys 7 strelcov. Vyhovujlice umiestnenie
7 strelcov mézeme vybrat napriklad tak, ze budt v poétoch 4 a 3 v krajnych stipcoch
Sachovnice.]
Uréte najvacsi pocet strelcov, ktorych moézeme umiestnit na bielu hlavni diagonalu
Sachovnice 8 X 8 spolu s dvoma vezami tak, aby sa navzajom neohrozovali v zmysle
zadania sttaznej ulohy. [Dve veze rozdelia diagondlu na nanajvys tri éasti. Na kazdua
mozeme umiestnit nanajvys jedného strelca. Preto je hladany pocet strelcov nanajvys
tri. A tychto troch strelcov uz vieme umiestnit na Sachovnicu spolu s dvoma vezami
pozadovanym spésobom, napriklad strelcov umiestnime na prvé, tretie a piate policko
a veze na druhé a $tvrté policko diagondly.]
Uréte najviacsi pocet kralov, ktorych moézeme umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby
sa navzajom neohrozovali. [Sachovnicu rozdelime na 16 §tvorcov 2 X 2, na kazdy z nich
moZeme umiestnif nanajvys jedného krala, preto je kralov nanajvys 16. Sestnast kralov
uz na Sachovnicu umiestnit vieme, napriklad na tie poli¢ka, ktorych obe stradnice st
nepérne.]
Urcte najvacsi pocet kralov, ktorych moézeme umiestnit na Sachovnicu 9 x 9 tak,
aby sa navzajom neohrozovali. [Ked pridame jeden riadok a jeden stipec sachovnice,
dostaneme Sachovnicu 10 x 10, na ktortt mézeme podla podobnej iivahy ako v rieseni N3
umiestnit nanajvys 25 kralov. A tych vieme umiestnit, napriklad na policka, ktorych
obe suradnice si nepéarne.|
N4jdite najvicsie prirodzené ¢islo k, pre ktoré mozno na Sachovnicu 8 x 8 rozmiestnit
k vezi a k + 14 navzidjom sa neohrozujucich strelcov. [k = 18. Celt Sachovnicu mozno
rozlozit na sedem bielych diagonal dlzok 2, 4, 6, 8, 6,
4, 2 a sedem &ernych diagonal takych istych dizok. Ak
sa na lubovolnej z tychto 14 diagonil D nachidza kp
vezi, je na nej nanajvysS kp + 1 navzijom sa neohro-
zujucich strelcov. Podla zadania je vsak celkovy podcet
uvazovanej diagonale D musi byt prave kp + 1 strelcov.
To je pre diagonaly D dizok 2, 4, 6, 8 mozné, iba ak
zodpovedajice kp neprevysuje postupne hodnoty 0, 1,
2, 3. Preto pocet k vezi na celej Sachovnici neprevysuje
hodnotu 2(0+1+2+3+2+1+0) = 18. Hodnota k = 18 je
pritom mozné, ako ukazuje priklad rozmiestnenia 9 vezi
a 94 7 = 16 strelcov na bielych polickach podla obrézka; rozmiestnenie rovnakych
poctov vezi a strelcov na éiernych polickach urobime analogicky.]
Kazdy vrchol pravidelného devitnastuholnika je ofarbeny jednou zo Siestich farieb.
Dokéazte, ze niektory tupouhly trojuholnik ma vsetky vrcholy ofarbené rovnakou far-
bou. [62-C-S-3]
Na plane 7 x 7 hrdme hru lode. Nachiddza sa na nej jedna lod 2 x 3. Mozeme sa
spytat na Iubovolné poli¢ko planu, a ak lod zasiahneme, hra konc¢i. Ak nie, pytame sa
znova. Ur¢te najmensi pocet otazok, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lod zasiahli.
[58-B-I-4]
Na plane 5 x 5 hrame hru lode. Zo $tyroch poli¢ok planu je vytvorena jedna lod tvaru
L-tetromina. MoZeme sa spytat na lubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra
kondi.

a) Navrhnite osem policok, na ktoré sa staéi spytat, aby sme mali istotu zasahu

lode.

b) Zdévodnite, preco ziadnych sedem otdzok taki istotu nedéva. [58-B-11-2]
Na niektoré policko Sachovnice 6 x 6 postavime figirku kralovica. T4 moze v jednom
tahu posko¢it bud v zvislom, alebo vo vodorovnom smere. DIzka tohto skoku je strie-
davo jedno a dve poli¢ka, pricom skokom dizky jedna (t.j. na susedné policko) figtirka
zaéina. Rozhodnite, ¢i sa da zvolit vychodiskova pozicia figirky tak, aby po vhodnej
postupnosti 35 skokov navstivila kazdé policko Sachovnice prave raz. [65-A-II1I1-6]
Poli¢ka tabulky nxn, kde n = 3, st striedavo ¢ierne a biele ako na obyéajnej $achovnici,
pricom policko v Tavom hornom rohu je ¢ierne. Biele policka budeme farbif nacierno
nasledujicim postupom. V jednom kroku vyberieme lubovolny obdlznik 2 x 3 alebo
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3 X 2, v ktorom sua este tri biele policka, a tieto tri policka zaciernime. Pre ktoré n
modzeme po urditom pocte krokov zaéiernit celt tabulku? [CR-57-A-II-3]

D7. Zistite najmensie prirodzené &islo k, pre ktoré platia jednotlivé tvrdenia a), b) a c):
Ak obsadime figirkami TubovoInych k poli Sachovnice 8 x 8, budii obsadené niektoré
a) tri susedné polia niektorého riadku, b) tri susedné polia niektorého sikmého radu,
c) $tyri susedné polia niektorého riadku alebo stipca. [49-C-I-3]
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