skmo.sk

2008/2009
58.ro¢nik MO Riesenia 1loh skolského kola kategorie B

1. V obore redalnych cisel rieste sustavu rovnic

ar +vy = 2,
T — 1y = 2a,
r+y=1
s nezndmymi x, Yy a redlnym parametrom a. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Scitanim druhej a tretej rovnice dostaneme 2z = 2a + 1, od¢itanim druhej
rovnice od tretej 2y = —2a + 1. Odtial vyjadrime

r=a+3% y=-a+3 (1)

a dosadime do prvej rovnice povodnej sustavy. Po uprave dostaneme kvadraticki rov-
nicu

2 1
a 50/

N

=0, (2)

ktord ma korene a; = —1 a as = 3. Pre kazdu z tychto dvoch (jedinych moznych)
hodnét parametra a uz fahko stanovime nezname z a y dosadenim do vztahov (1).

Dana sustava rovnic ma riesenie iba pre dve hodnoty parametra a, jednak pre
a = —1, ked je jej jedinym riesenim (z,y) = (—%, %), jednak pre a = %, ked (z,y) =
=(2,-1).

Skuska dosadenim je jednoduché, mozno ju vynechat takymto zdovodnenim: Su-
stava dvoch rovnic, ktort sme dostali (a vyriesili) s¢itanim a odé¢itanim druhej a tretej
rovnice, je s dvojicou povodnych rovnic ekvivalentna. Zostévajuca (prva) rovnica si-
stavy je potom ekvivalentnd s kvadratickou rovnicou (2), ktorej rieSenim sme nasli

mozné hodnoty parametra a.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za spravne vyjadrenie z a y z druhej a tretej rovnice,
2 body za vyrieSenie kvadratickej rovnice, ktora vznikne dosadenim tychto hodnét do prvej rovnice,
a po 1 bode za spravnu odpoved a skusku. Za numerické chyby pri vypocte strhnite najviac 1 bod.

2. Pre vnutorny bod P strany AB ostrouhlého trojuholnika ABC oznacme K a L pity
kolmic z bodu P na priamky AC a BC'. Zostrojte taky bod P, pre ktory priamka CP
rozpoluje usecku K L. (Pavel Calabek)

Riesenie. Ozna¢me S stred tsecky C'P. Podla Télesovej vety lezia body K a L na
kruznici p zostrojenej nad priemerom CP. Predpokladajme, ze bod P ma pozadovantu
vlastnost, t.j. Ze priemer C'P rozpoluje tetivu KL (obr. 1).
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Obr. 1

Priemer Iubovolnej kruznice rozpoluje kazdy iny priemer tejto kruZnice a tiez
vietky tetivy nan kolmé. Ziadnu int tetivu rozpolovat nemoze: ked totiz prechadza
dvoma réznymi bodmi jej osi simernosti (stredom tetivy a stredom kruznice), musi byt
— rovnako ako tato os — na danu tetivu kolmy.

Tetiva K L vSak nemoze byt priemerom kruznice p, pretoze podla Télesovej vety by
bol uhol KC'L (a teda aj uhol ACB) pravy, ¢o odporuje zadaniu, preto je tetiva K L na
priemer C'P kolma. V tomto pripade su trojuholniky CK P a C'LP stmerne zdruzené
podla priamky C' P, odkial uz vyplyva, ze uhly KCP a LCP st zhodné. Polpriamka C' P
je teda osou uhla ACB.

Ak je naopak polpriamka C'P osou uhla AC'B, zhoduju sa pravouhlé trojuholniky
CKP a CLP v spolo¢nej prepone C'P a v dvoch vnutornych uhloch, takze body K a L
st stimerne zdruzené podla priamky CP. Preto tetiva C'P rozpoluje tsecku K L.

Odpoved. Existuje prave jeden vnutorny bod strany AB ostrouhlého trojuholnika
ABC, pre ktory tsecka CP rozpoluje usecku K L. Je to priesecnik osi vnttorného uhla
pri jeho vrchole C' so stranou AB.

Za iplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za dokaz skuto¢nosti, ze bod P musi lezat na osi uhla
ACB a 2 body za overenie, ze bod leziaci na osi uhla mé pozadovanu vlastnost. Ak riesitel bez dokazu
uvedie, ze bod P lezi na osi uhla ACB, udelte len 1 bod. Tvrdenie o tetivach, ktoré priemer kruznice
rozpoluji, mozno povazovat za zrejmé. Naopak, strhnite 1 bod, ak si riesitel neuvedomi, Ze tetiva KL
nemoze byt priemerom kruznice p.

3. Cislo nazveme magickym prdve vtedy, ked sa dd vyjadrit ako sucet trojciferného
¢isla m a trojciferného c¢isla m' zapisaného rovnakymi cislicami v opacnom poradr.
Niektoré magické ¢isla mozno takto vyjadrit viacerymi sposobmi; napriklad 1554 =
= 579 + 975 = 777 + 777. Urcte vsetky magické cisla, ktorée maju takych vyjadrent
m+m’ ¢éo najviac. (Na poradie m a m’' neberieme ohlad.) (Ales Kobza)

Riesenie. Kazdé trojciferné cislo mé vyjadrenie m = 100a + 10b + ¢, kde a, b, ¢ st
jeho cifry a a # 0. Trojciferné ¢islo zapisané rovnakymi ciframi v opa¢nom poradi ma
potom vyjadrenie m’ = 100c+ 10b+ a, ¢ # 0. KedZe na poradie ¢isel m a m’ neberieme
ohlad, pre ur¢itost predpokladajme, ze m < m’, ¢ize a < ¢, pricom a,c € {1,2,3,...,9}
abe{0,1,2,...,9}.

Pre magické ¢islo x podla zavedeného oznacenia cifier plati

r=m+m’' =101(a + c) + 20b.
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Vidime, ze hodnota x nezavisi ani tak od jednotlivych cifier a, ¢, ako od ich suc¢tu s =
= a + ¢, ktory mdze nadobtidat hodnoty s € {2,3,...,18}. Dalej uz budeme pracovat
iba s vyjadrenim x = 101s + 200.

Predpokladajme na chvilu, Ze sa ako sucet 101s + 20b da niektoré magické ¢islo x
zapisat dvoma roznymi sposobmi:

z = 101s + 20b = 1015’ + 200 (1)

Z rovnosti 101(s — s") = 20(b—b') a nestdelitelnosti ¢isel 101 a 20 vyplyva, ze ¢islo 101
musi delit ¢islo b—b'. Kedze vSak b a b’ st cifry, plati —9 < b—0' < 9. V tomto intervale
najdeme jediné ¢islo delitelné ¢islom 101, a to ¢islo 0. Preto b—b' = 0, ¢ize b = 1/, a teda
aj s = s'. To vSak odporuje predpokladu, Ze ¢islo x ma dve rézne vyjadrenia tvaru (1).
Znamena to, ze vo vyjadreni xz = 101s + 20b ma kazdé magické ¢islo x jednoznacne
urcenu cifru b aj jednoznacne urceny sucet s.

Pocet sposobov, ktorymi mozno magické ¢islo vyjadrit ako sadet m + m/, Cize
101s + 20b, sa preto rovna poctu spdsobov, ktorymi mozno vyjadrit zodpovedajicu
hodnotu s ako stuéet dvoch cifier a a ¢, pricom 1 < a < ¢ £ 9. V mnozine {2,3,...,18}
mé najvicsi pocet takych vyjadreni ¢islo s = 10, ktoré sa da vyjadrit prave piatimi
vyhovujtcimi suctami:

10=14+9=2+8=3+7T=4+6=5+5.

Ostatné c¢isla maja takych vyjadreni menej.

Naozaj: v pripade s < 9 z rovnosti a + ¢ £ 9 a predpokladu a < ¢ vyplyva a <
v pripade s 2 11, ked zo vztahov a +¢ = 11 a a < ¢ vyplyva ¢ = 6.

Najvacsim poctom suctov m +m' (piatimi sictami) sa daju vyjadrit magické ¢isla
tvaru 101 - 10 4+ 200, kde b € {0,1,2,...,9}, jedna sa teda o éisla z desatprvkovej
mnoziny

{1010,1030, 1050, ... ,1190}.
Za tuplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za ddkaz skutocnosti, Ze magické ¢islo ma jediné
vyjadrenie stuctom 101s + 20b. Poznatok, Zze najviacsi pocet vyjadreni s = a + ¢ ma cislo s = 10, je

natolko zrejmy, ze moze byt uvedeny bez zddvodnenia. V pripade spravneho postupu s numericky
chybnym vycislenim niektorych z 10 rieseni strhnite najviac 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.



