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69. ro¢nik MO Zadania tuloh celostatneho kola kategorie A

(Sutaz sa konala 29.6.—2.7. 2020.)

1. Na tabuli st1 napisané dve kladné celé ¢isla m a n. V kazdom kroku jedno z dvoch ¢isel
na tabuli nahradime bud ich sté¢tom, alebo sté¢inom, alebo podielom (ak je celoéiselny).
V zéavislosti od ¢isel m a n uréte vSetky dvojice, ktoré sa moézu na tabuli po niekolkych
krokoch objavit. (Radovan Svarc)

2. Dany je trojuholnik ABC'. Vnutri jeho stran AB a AC' st postupne zvolené body X
a Y. Ozna¢me Z priesecnik tsefiek BY a C'X. Dokézte nerovnost

[BZX|+ [CZY] > 2[XY Z],
pricom [DEF| oznacuje obsah trojuholnika DEF'. (David Hruska, Josef Tkadlec)
3. Uvazujme sustavu rovnic

x2—3y—|—p:z,
y? —3z4p=uzx,
2 —3z+p=y

s realnym parametrom p.
a) Pre p = 4 vyrieSte uvazovanu stustavu v obore redlnych ¢isel.
b) Dokézte, ze pre p € (1,4) kazdé realne rieSenie ststavy splha z = y = z.
(Jaroslav Svréek)

4. Kladné celé ¢isla a, b spliiaju rovnost b?> = a? + ab + b. Dokazte, Ze b je druhou
mocninou kladného celého cisla. (Patrik Bak)

5. Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC' so zakladiiou BC, vnutri ktorej je zvoleny
bod D. Nech E, F' st postupne také body na strandch AB, AC, ze plati |{BED| =
= |ADFC| > 90°. Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom ABF a AEC sa
pretinaju na priamke AD v bode réznom od bodu A.  (Patrik Bak, Michal Rolinek)

6. Pre kazdé kladné celé cislo k oznatme P(k) pocet vsetkych kladnych celych
4k-cifernych ¢isel, ktoré mozno zostavit z cifier 2, 0 a ktoré sa delitelné ¢islom 2 020.

DokéZte nerovnost )
2k — 1
Pk) 2 ( h )

a urcte vsetky k, pre ktoré nastane rovnost.
(Poznamka. Zapis kladného celého ¢isla nemdze zacinat cifrou 0.) (Jaromir Sims3a)



