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60. rocnik, Skolsky rok 2010/2011

Domace kolo

Mili ziaci strednych §kol,

Slovenské komisia Matematickej olympiady vas pozyva zucastnit sa 60. roénika Matematickej
olympiady — sufaze pre ziakov strednych $kol v naSej republike.

Kategdria A je urcena ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoéria C ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnézii (s pafroénym stidiom) je
urcena kategoria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢aka 6 tloh, ktoré najdete v tomto letaku. Ich riesenia (nie nutne
v8etkych tloh) odovzdajte svojmu uéitelovi matematiky do 29. novembra 2010 (kategdria A)
a do 10. januara 2011 (kategdrie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak budd vase riesenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalSie tri tlohy. Opravené riesenia skolského aj doméceho kola tspesnych rie-
Sitelov Skolského kola potom vas uditel matematiky posle na prislusni krajska komisiu MO. T4
na zéaklade vysledkov pozve najlepsich ucastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
buda v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit styri tlohy. V kategériach B a C tym sutaz
konci. O poradi v krajskych kolach rozhoduje sti¢et bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Pokial
prvych n ziakov dosiahne rovnaky pocet bodov, je poradie oznacené zhodne prvym az n-tym
miestom. Podobne pre poradie na dalsich miestach. Ziadne iné kritérid nie st pripustné.

V kategérii A budu eSte najlepsi rieSitelia krajského kola z celej republiky sutazit v celo-
statnom kole, kde budt dva dni (po 4,5 hodinéch) riesit dve trojice tloh. Z tspesnych riesi-
telov celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni) vybera druzstvo Slovenskej republiky na
Medzinarodni matematicki olympiddu (ktora bude v juli 2011 v Holandsku), na medzistatne
stretnutie s Ceskou republikou a Polskom (bude v jini 2011 v Polsku) a na Stredoeurépsku
matematicki olympiddu (bude v septembri 2011 v Chorvatsku).



Terminy 60.ro¢nika Matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategdria A 07.12.2010 18.01.2011 27.-30.03.2011
Kategorie B, C 20.01.2011 05.04.2011 —

Matematicka olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci s Jednotou slovenskijch
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olympiady. Stutaz riadi Slovenskd
komisia MO a v krajoch ju riadia krajske komisie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych
skoldch ju zaistuju ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Ce-
lostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribtciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej stc¢innosti so Slovenskou komisiou Matematickej olympiady.

Riesenia stfaZnych tiloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh
I.C, Gymnazium L. Eulera
Okridhle nam. 5, 94001 Nové Zamky
Kraj Nitra
2010/2011
c-I-3
Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa
vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-

Cenie ulohy a strany odcislujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tivahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného rieSenia tloh vam vSetkym praje

Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a rieseni iloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk http://skmo.sk http://matematika.okamzite.eu
http://fpedas.uniza.sk/“novotny/M0.htm http://www.imo-official.org

Radi by sme upozornili uéitelov a ziakov na KoreSpondenény matematicky
seminar (KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato sitaz je velmi efek-
tivnou formou pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom
mysleni ako takom. K tomu prispievaju aj zaverecné sustredenia pre najlep-
sich riesitelov. Pre riesitelov MO kategérii B a C je v KMS urcend kategéria
ALFA. Pre lepSich a skusenejSich z kategérie B a pre kategoriu A je v KMS
urc¢end kategéria BETA. A nakoniec pre tych, ¢o maji ambicie uspiet na celostatnom kole MO
kategorie A, je v KMS urcena kategéria GAMA. Viac informacii o KMS najdete v prilozenom
samostatnom letaku, pripadne na http://kms.sk.
Na dalsiu spolupracu sa tesia
RNDr. Jan Mazak, Bc. Michal Prusak
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KATEGORIA A
A-1-1
Korene rovnice
ar* + b’ +a=1
v obore realnych ¢isel st styri po sebe idtce Cleny rastiicej aritmetickej postupnosti. Pritom
jeden z tychto ¢lenov je zaroven riesenim rovnice

bx’ +ax+a=1.

Urcte vsetky mozné hodnoty realnych parametrov a, b. (Peter Novotny)

A-1-2

Nech k, n st prirodzené ¢isla. Z platnosti tvrdenia ,¢éislo (n — 1)(n + 1) je delitelné ¢islom k¢
Adam usudil, Ze bud ¢islo n — 1, alebo ¢islo n+ 1 je delitelné k. Urcte vSetky prirodzené ¢isla k,
pre ktoré je Adamova tvaha spravna pre kazdé prirodzené n. (Jan Mazdk)

A-1-3

Dané st kruznice k, [, ktoré sa pretinaju v bodoch A, B. Ozna¢me K, L postupne dotykové
body ich spoloc¢nej dotycnice zvolené tak, ze bod B je vnatornym bodom trojuholnika AKL.
Na kruzniciach k a [ zvolme postupne body N a M tak, aby bod A bol vnitornym bodom
tsecky M N. Dokéazte, ze $tvoruholnik K LM N je tetivovy prave vtedy, ked priamka MN je
doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku AK L. (Jaroslav Svrcek)

A-1-4

Majme 6n zeténov az na farbu zhodnych, po troch z kazdej z 2n farieb. Pre kazdé prirodzené
¢islo n > 1 urcte pocet p,, vSetkych takych rozdeleni 6n Zeténov na dve kdpky po 3n zeténoch,
ze ziadne tri zetony rovnakej farby nie si v rovnakej kopke. Dokazte, ze p,, je neparne ¢islo prave
vtedy, ked n = 2* pre vhodné prirodzené k. (Jaromir Simsa)

A-1-5
Na kazdej stene kocky je napisané prave jedno celé ¢islo. V jednom kroku zvolime Tubovolné

.....

podmienku pre ocislovanie stien kocky na zaciatku, aby po kone¢nom pocte vhodnych krokov
mohli byt na vSetkych stendch kocky rovnaké ¢isla. (Peter Novotny)

A-1-6
Dokazte, ze v kazdom trojuholniku ABC' s ostrym uhlom pri vrchole C' (pri zvyéajnom oznaceni
dl7ok stran a velkosti vnitornych uhlov) plati nerovnost

(a® 4 b*) cos(a — B) < 2ab.

Zistite, kedy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)
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KATEGORIA B
B-1-1
V obore realnych cisel vyrieste stistavu
\/Wy2 =z+1,
\/m =r+1,
V22 +a? = y+ 1.

(Tomds Jurik)

B-1-2

Uvazujme vnitorny bod P daného obdlznika ABC'D a oznaéme postupne @, R obrazy bodu P

v stimernostiach podla stredov A, C'. Predpokladajme, Ze priamka () R pretne strany AB a BC' vo

vnatornych bodoch M a N. Zostrojte mnozinu vSetkych bodov P, pre ktoré plati |M N| = |AB].
(Jaroslav Svrcek)

B-1-3
Nech a, b, ¢ st redlne ¢isla, ktorych sucet je 6. Dokazte, ze aspon jedno z Cisel

ab+bc, bcHca, ca—+ ab

nie je vicsie ako 8. (Jan Mazdk)
B-1-4
Najdite vsetky celé cisla n, pre ktoré je zlomok
n3 42010
n? + 2010
rovny celému &islu. (Pavel Novotny)

B-1-5

Zaoberajme sa otazkou, ktoré trojuholniky ABC' s ostrymi uhlami pri vrcholoch A a B maja
nasledujicu vlastnost: Ak vedieme stredom vysky z vrcholu C' tri priamky rovnobezné so stra-
nami trojuholnika ABC', pretni ich tieto priamky v Siestich bodoch leziacich na jednej kruznici.

a) Ukézte, ze vyhovuje kazdy trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C.

b) Vysvetlite, preco ziadny iny trojuholnik ABC' nevyhovuje. (Jaromir Simsa)
B-1-6
Urcte pocet desatcifernych ¢isel, v ktorych mozno gkrtnaf dve susedné cifry a dostat tak ¢islo
99-krat mensie. (Jan Mazdk)
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KATEGORIA C

C-1-1
Lucia napisala na tabulu dve nenulové ¢isla. Potom medzi ne postupne vkladala znamienka plus,
minus, krat a delené a vSetky styri priklady spravne vypocitala. Medzi vysledkami boli iba dve

rozne hodnoty. Aké dve ¢isla mohla Lucia na tabulu napisat? (Peter Novotny)
C-1-2
Dokazte, ze vyrazy 23z + y, 192 + 3y st delitelné ¢islom 50 pre rovnaké dvojice prirodzenych
Cisel x, v. (Jaroslav Zhouf')
C-1-3 D L C
Méme §tvorec ABCD so stranou dizky 1cm. Body K a L st stredy
stran DA a DC'. Bod P lezi na strane AB tak, ze |BP| = 2|AP|. Bod @ Sp Se
lezi na strane BC' tak, ze |CQ| = 2|BQ|. Use¢ky KQ a PL sa pretinaji K b
v bode X. Obsahy stvoruholnikov APXK, BQXP, QCLX a LDKX 0
ozna¢ime postupne Sqa, Sg, Sc, Sp (ako na obrazku). Sa Sg

a) Dokazte, ze Sp = Sp.

b) Vypoditajte rozdiel S¢ — Sa. A P B

c) Vysvetlite, preco neplati Sy + Sc = Sp + Sp.  (Peter Novotny)

C-1-4
V skupine n ziakov sa spolu niektori kamaratia. Vieme, ze kazdy ma
medzi ostatnymi asporn Styroch kamaratov. Ucitelka chce Ziakov rozdelit na dve nanajvys stvor-
¢lenné skupiny tak, ze kazdy bude mat vo svojej skupine aspon jedného kamarata.
a) Ukézte, ze v pripade n = 7 sa daju ziaci pozadovanym spésobom vzdy rozdelit.
b) Zistite, ¢i mozno ziakov takto vzdy rozdelit aj v pripade n = 8. (Tomds Jurik)

C-1-5
Dokazte, ze najmensi spolo¢ny nasobok [a, b] a najvicsi spolocny delitel (a, b) lubovolnych dvoch
kladnych celych ¢sel a, b spliiaju nerovnost

a -(a,b)+0b-[a,b] > 2ab.

Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

C-1-6
Je dany lichobeznik ABC'D. Stred zakladne AB oznac¢me P. Uvazujme rovnobezku so zaklad-
nou AB, ktora pretina tusecky AD, PD, PC, BC postupne v bodoch K, L, M, N.

a) Dokazte, ze |KL| = [MN|.

b) Urcte polohu priamky K L tak, aby platilo aj |[K'L| = |LM]|. (Jaroslav Zhouf)
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