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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Vnitri jeho strain AB a AC leZia postupne
body D a E tak, Ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F stred kruznice opisanej
trojuholniku ADE. Dokdzte, ze AF | BC. (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

Riesenie. Bod F' ako stred kruznice opisanej trojuholniku ADE' lezi na osiach jeho
stran AD a AE. Os usecky AD vdaka rovnosti |CA| = |C'D| prechadza bodom C' a je
pritom kolmé na priamku AB, takZe je to priamka, na ktorej lezi vyska trojuholnika
ABC' z vrcholu C (obr.1). Podobne z rovnosti |BE| = |BA| vyplyva, Ze na osi
usecky AFE lezi vyska trojuholnika ABC z vrcholu B. Spolu to znamené, Ze spolocny
bod F' oboch osi je priese¢nikom dvoch vysok trojuholnika ABC', a preto nim prechadza
aj jeho tretia vyska z vrcholu A. Plati teda AF L BC, ako sme mali dokazat.

Obr. 1

Iné rieSenie. Ulohu vyriesime, ked pri zvyéajnom oznaceni 8 = |{ ABC| dokazeme,
ze uhol DAF mé velkost 90° — 3. To vdaka rovnoramennému trojuholniku ADF
nastane prave vtedy, ked stredovy uhol AF D bude mat velkost 203, ¢ize prave vtedy,
ked obvodovy uhol AED bude mat velkost 8. Posledné je vSak ekvivalentné s tym, ze
Stvoruholnik BC'ED je tetivovy. Overit tuto vlastnost je uz jednoduché: Z rovnoramen-
nych trojuholnikov AEB a ADC vidime, ze velkost o = |[{BAC| majua aj uhly AEB
a ADC, takze tsecku BC' je z bodov D a F vidno pod tym istym uhlom 180° — a.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho: 2 body za dékaz BF 1 AC, 2 body za dokaz CF 1 AB (jeden
z dokazov mozno prehlasit za analégiu druhého) a 2 body za zéver o tretej vyske trojuholnika. Len za
hypotézu, Ze bod F' je priesecnik vySok trojuholnika ABC, dajte 2 body.

Pri postupe, ktory nepracuje s vyskami trojuholnika ABC| dajte 2 body za dokaz, ze BCED je
tetivovy stvoruholnik.

2. Na tabuli je napisangch niekolko (nie nutne réznych) prvocisel tak, Ze ich sicin je

2020-krdt vacsi ako ich sucet. Urcte ich najmensi moZny pocet. (Patrik Bak)
Riesenie. Prvodisla na tabuli ozna¢ime pq, po, ..., p,. Podla zadania plati
2020 - (p1 +p2 + ... +pPn) = Pp1P2- - Pn. (1)
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LCavéa strana rovnosti (1) je delitelnd ¢islom 2020 = 2 -2 -5 - 101. V prvociselnom
rozklade na pravej strane (1) preto nutne vystupuji prvodéisla 2, 2, 5, 101. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, ze p1 = 2, po = 2, ps = 5, p4 = 101. Keby na tabuli boli
iba tieto 4 prvocisla (pripad n = 4), tak by rovnost (1) zrejme neplatila (2020 - 110 #
# 2020). Nutne teda musi platit n = 5.

Dosadenim uz znamych prvodéisel p; = 2, po = 2, p3 = 5, py = 101 do rovnice (1)
dostaneme po jej vydeleni ¢islom 2020 rovnicu

110+ ps +p6+ ... +Pn =D5 D6 -- - Pn. (2)
Kedze hladdme najmensie mozné n > 5, pri ktorom prvoéisla ps, pe, ..., p, spliajtce
rovnicu (2) existuju, rozoberieme dalej postupne najmensie do tvahy prichadzajice
hodnoty n = 5,6, ..., kym prvé vyhovujice n nendjdeme.

> Pripad n = 5. Rovnica (2) je tvaru 110 + ps = ps, takZe ju nespliia Ziadne
prvocislo ps.
> Pripad n = 6. Prislusna rovnicu

PsPs = Ps + pe + 110 (3)

upravime na sucinovy tvar

(ps — D(ps — 1) = 111.

Oba ¢initele na lavej strane st tak nutne ¢isla neparne, takze ¢isla ps a pg st obe
parne.! Jediné parne prvocisla ps = pg = 2 viak rovnici (3) nevyhovuju.
> Pripad n = 7. Rovnica (2) méa tvar

Pspepr = Ps + e + pr + 110. (4)

Zdoéraznime, Ze nasou tlohou je iba posudit, ¢i niektora trojica prvoécisel rovnici (4)
vyhovuje. Uhddnut trojicu ps = pg = p7 = 5 nie je tazké:

53 =125 =5+5+ 5+ 110.

Tym je celé rieSenie tlohy ukoncéené. Dodajme eSte, Ze dalSie trojice prvocisel
vyhovujice rovnici (4) st (2, 5,13) a (2, 3,23).2 Preto v pripade, ze trojicu (5,5,5)
neuhddneme, mozno rieSenie dokon¢it tak, ze do rovnice (4) skusmo dosadime
najmensie existujuce prvocislo p; = 2. Pre prvocisla pg a p7 tak dostaneme rovnicu,
pri ktorej po prevode na stc¢inovy tvar (2pg — 1)(2p7y — 1) = 225 urc¢ime dokonca
dve prvociselné riesenia (3,23) a (5,13).

Zhrnme vysledok nasich avah: Na tabuli bolo napisanych aspon 7 prvocisel, pri-

kladom moznej sedmice (usporiadanej vzostupne) je 2,2,5,5,5,5,101.

Zaver. Najmensi mozny pocet prvocisel na tabuli je rovny 7.

! Tento zaver pritom vyplyva aj priamo z rovnice (3), podla ktorej celé &isla psps a ps + ps maji
rovnaki paritu. Nastane to jedine vtedy, ked sa jednd o sucin a sucet dvoch parnych &isel.

2 Iné vyhovujtce trojice neexistujt, pozri poznamky nizsie.
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Pozndamky. Naznac¢me pre zaujimavost, ako vyriesit rovnicu (4) uplne. Prvy krok sme uz
v texte ucinili popisom, ako vyrie$it pripad, ked jedno z troch nezndmych prvocisel je 2.
Podobne mozno vyriesit pripad, ked jedno z prvodisel je 3, v ktorom vSak dostaneme
uz iba skor objevené riesenie (2, 3,23) s prvocislom 2.

Ostéava posudit pripad, ked vSetky tri prvocisla ps, pg a p;y st asponi 5. Pri vhodnom
oznaceni, ked p7 je najvicsie z nich, plati

5-5-pr < pspepr = ps + pe + pr + 110 = 3pr + 110,

odkial vyplyva p; < 5. Nutne tak plati p5 = pg = pr = 5, ¢o je posledné hladané
riesenie.

D4 sa dokéazat, ze pocet siedmich prvocisel na tabuli je jediny mozny.
Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho: 1 bod za zdévodnenie, ze na tabuli je nutne Stvorica prvocisel
(2,2,5,101); 1 bod za zddvodnenie, Ze ich nemoze byt celkom 5; 2 body za zdévodnenie, Ze ich neméze
byt celkom 6; posledné 2 body za uvedenie prikladu, ze ich moéze byt celkom 7. V zavere rieSenia ale

nie je nutné vypisovat prvi uréent Stvoricu spolu s druhou akokolvek ziskanou trojicou, lebo zadanie
ulohy to nevyzaduje.

3. Ak su a, b, ¢ navzdjom rozne nezdporné redlne cisla, aky je najmensi mozny pocet
roznych cisel medzi ¢islami a+0b, b+c, c+a, a> +b%, b+ 2, 2 +a?? (Patrik Bak)

RiesSenie. Uloha je v premennych a, b, ¢ symetricka: zmenou ich poradia dojde iba ku
zmene poradia skimanych Siestich ¢isel. V prvej casti rieSenia preto budeme predpokla-
dat, ze plati a < b < c. Vdaka nezapornosti ¢isel a, b, ¢ potom plati tiez a® < b? < 2.

7 vypisanych nerovnosti lahko vyplyva, Ze prva trojica ¢isel a + b, b + ¢, ¢ + a
a druh4 trojica é&isel a? 4 b%, b? + 2, c® + a® st usporiadané nasledovne:

at+b<a+c<b+c a a? +0% <a®+c*<b?+ A (1)

Vidime, ze medzi skimanymi Siestimi ¢islami st vzdy aspon tri rozne. Ukazeme teraz,
Ze len tri rozne ¢isla to byt nemo6zu. Inak by totiz podla (1) museli platit rovnosti

a+b=a%+0b°
a+c=a®+c, (2)
b+ c=b>+ 2.

Od¢itanim prvej rovnosti od druhej, resp. od tretej rovnosti by sme dostali

c—b=(c—b)(c+0D),
c—a=(c—a)(c+a).

Z toho po vydeleni kladnymi ¢islami ¢ — b, resp. ¢ — a vyplyva, Ze obe Cislac+ba c+a
by sa rovnali 1, ¢o odporuje nerovnostiam (1). Dokazali sme tak, ze medzi skiimanymi
Siestimi ¢islami st vzdy aspon Styri rozne.

V druhej casti rieSenia ndjdeme trojicu réznych nezapornych cisel a, b, ¢ tak, aby
medzi skiimanymi Siestimi ¢islami boli iba Styri rézne.

Podla postupu z prvej ¢asti sa vyplati volbu ¢isel a, b, ¢ zacaf tak, aby bola splnené
napriklad rovnost b+ ¢ = b? 4 2. Jednoduchy spdsob, ako to dosiahnut, je polozif b = 1
a ¢ = 0. Potom bude Sestica ¢isel v poradi zo zadania tlohy vyzerat takto:

a+1, 1, a, a2—i—1, 1, o
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Za nezaporné ¢islo a uz ale nemozeme volit ani 0, ani 1. Nehodi sa ani Ziadne a medzi
0 a 1, lebo pre ne je v Sestici paf réznych éisel a2 <a<1<a?+1<a+1.
Musime teda volit a > 1. Vtedy bude platit

l<a<a®<a’®+1 a zéroven a<a+1<a®+1.

Vidime, Ze v naSej Sestici budu iba Styri rozne ¢isla prave vtedy, ked ¢islo a > 1 bude
spliiat podmienku a? = a + 1. Jednoduchym vypoétom zistime, Ze sa jedna o ¢&islo

1++5
2 b

zname pod nazvom zlaty rez nielen v matematike, ale aj v umeni.

Zaver. Najmensi mozny pocet roznych cisel v zadanej Sestici je rovny 4.

Iné riesenie. OpiSme jeden z dalsich sposobov hladania trojic (a,b,c), pre ktoré su
v zadanej Sestici iba Styri rozne ¢isla. Taka situacia urcite nastane, ak budi splnené dve
z troch rovnic ststavy (2). Vyberme si rovnice

a+b=a%+b? a a+c=a’+c?

a vzhladom na symetriu predpokladajme, Zze b < c¢. Ak od¢itame tieto dve rovnice od
seba, zistime, Ze musi platit b + ¢ = 1 (pozri text prvého rieSenia). Z toho vzhladom
na b < ¢ mame b = % —tac= % + t, pricom t € (0, %) Pri takej volbe ¢isel b a ¢
dalej sta¢i uvazovat iba prvt rovnicu a + b = a? + b?, z ktorej po dosadeni b = % —t
vyjadrime kladné ¢islo a pomocou parametra t. ZapiSme ho kvoli prehladnosti rovno
na jeden riadok spolu s vyjadreniami ¢isel b a c:

P el S RS
2 2 2

Z moznych hodnét t € (0, %) sa nehodi iba t = %, ked vyjde a = ¢ = 1. Kazd4a hodnota
t € (0, %) totiz urcuje trojicu roznych kladnych cisel a, b a ¢, lebo pre ne zrejme plati
O0<b<c<1l<a.

Dodajme, Ze existenciu najdenej nekoneénej mnoziny trojic (a, b, ¢) mozno potvrdit
aj bez vypoctov. Staéi len dotyéna dvojicu rovnic a + b = a® +b? a a + ¢ = a? + 2
upravit na tvar a(a — 1) = b(1 — b) = ¢(1 — ¢) a vyuzit tvar paraboly, ktory je grafom
funkcie f(x) = z(1 — x). Z obr.2 vidime, Ze podmienke f(b) = f(c) = —f(a) naozaj
vyhovuje nekonecne vela trojic vzdy navzajom roznych nezdpornych ¢isel a, b, c.
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Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho: 3 body za dékaz, ze medzi Siestimi skiimanymi ¢islami st vzdy
aspon 4 rozne; 3 body za priklad situécie, ked st rozne prave 4.

V pripade netplného dékazu tvrdenia, ze sa jedna o aspon 4 rézne Cisla, dajte: 1 bod za zmienku
o symetrii a uvedenie oboch sérii nerovnosti typu (1); 1 bod za zostavenie ststavy (2). Len za dokaz
tvrdenia, Ze sa jedna vzdy o aspori 3 rozne ¢isla, Ziadny bod neudelujte.

Za druht cast riesenia strhnite 1 bod, ak postup najdenia spravnej trojice (a,b,c) (napriklad
uhadnutim) vyzaduje chybajice overenie, ze v skimanej Sestici st naozaj iba 4 rézne hodnoty. Na také
overovanie sta¢i vypisat prisluchajicich Sest hodnét, ak je ich porovnanie zrejmé.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢end pred Vianocami. Odporuca sa odoslat ich najne-
skor 17. decembra 1. triedou.
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