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59. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tloh MEMO

(Sutaz sa konala 9.-15. 9. 2010.)
Sutaz jednotlivcov:

I1. Najdite vSetky funkcie f:R — R také, Zze pre vsetky z,y € R plati

fl@+y)+ f@)f(y) = flay) + (y+ 1) f(@) + (z+1)f(y).
(Ceské rep., Pavel Caldbek)

I2. Na tabuli st napisané vSetky kladné delitele celého kladného cisla N. Dvaja hraci
A a B hraju nasledovna hru, pric¢om sa pravidelne striedaju v fahoch: V prvom fahu
hra¢ A zmaze ¢islo N. Ak posledné zmazané ¢islo je d, potom hrac, ktory je na tahu,
zmaze delitela ¢isla d alebo nasobok ¢isla d. Hra¢, ktory nemoze urobit tah, prehréava.
Urcte vSetky ¢isla N, pre ktoré hra¢ A moze vyhrat bez ohladu na tahy hraca B.
(Polsko)

13. Je dany tetivovy Stvoruholnik ABCD a na jeho uhlopriecke AC bod E taky, ze
|AD| = |AE| a |CB| = |CE|. Nech M je stred kruznice k opisanej trojuholniku BDE.
Kruznica k pretina priamku AC' v bodoch E a F. Dokéazte, ze priamky FM, AD a BC
sa pretinaju v jednom bode. (Svajéciarsko)

I4. Najdite vsetky kladné celé ¢isla n, ktoré vyhovuji obom nasledujiicim podmienkam:
(i) ¢islo n mé aspon Styri kladné delitele;
(ii) ak a a b su delitele ¢isla n, pre ktoré plati 1 < a < b < n, potom ¢islo b — a tiez
deli n.
(Slovinsko)

SutaZ druZstiev:
T1. St dané tri rastiice postupnosti
a17 a27 a3’ DR} bl’ b27 b37 AR | Cl? 627 637 A

celych kladnych cisel. Kazdé celé kladné ¢islo je ¢lenom prave jednej z tychto postup-
nosti. Pre kazdé celé kladné ¢islo n st splnené podmienky:
(i) Ca,, = bp + 1;
(11) Qpy1 > bn;
(iii) ¢islo ¢py16n — (n+ 1)cpp1 — ney, je parne.
Néjdlte a2010, b2010 a C2010- (Litva)

T2. Pre kazdé celé ¢islo n = 2 urcte najvicsie mozné redlne ¢islo C), také, ze pre vSetky
kladné realne cisla a1, ..., a, plati

2 PR 2 D) 2
%+n+%z<m+n+%)+an_%ﬁ

(Svajciarsko)



T3. V kazdom vrchole pravidelného n-uholnika je veza. V tom istom okamihu kazda
veza vystreli na jednu z dvoch susednych vezi a zasiahne ju. Vysledkom strelby nazveme
mnozinu vSetkych zasiahnutych vezi, pricom nerozlisSujeme, ¢i bola veza zasiahnuta raz
alebo dvakrat. Ozna¢me P(n) pocet vSetkych moznych vysledkov strelby (pre dané n).
Dokazte, ze pre kazdé celé k = 3 su ¢isla P(k) a P(k + 1) nesudelitelné.

(Ceské rep., Martin Panak)

T4. Nech n je celé kladné &islo. Stvorec ABCD je rozdeleny na n? jednotkovych
stvorcov. Kazdy z tychto Stvorcov je dalej rozdeleny na dva trojuholniky uhloprieckou
rovnobeznou s useckou BD. Niektoré z vrcholov malych stvorcov si zafarbené na
gerveno tak, ze kazdy z 2n? vytvorenych trojuholnikov m4 asponi jeden &erveny vrchol.
Najdite najmensi mozny pocet ¢ervenych vrcholov. (Slovinsko)

T5. Kruznica vpisana trojuholniku ABC' sa dotyka stran BC, CA a AB postupne
v bodoch D, F a F. Nech K je bod simerny s bodom D podla stredu vpisanej kruznice.

Priamky DFE a F' K sa pretinaju v bode S. Dokazte, ze priamka AS je rovnobezna s BC'.
(Polsko)

T6. Nech A, B, C, D, E su také body, ze ABCD je tetivovy stvoruholnik a ABDFE
je rovnobeznik. Uhlopriecky AC' a BD sa pretinaju v bode S a polpriamky AB a DC
v bode F. Dokazte, ze |{AFS| = |{ECD)|. (Chorvatsko)

T7. Pre celé nezaporné ¢islo n definujme a,, ako cislo, ktorého dekadicky zapis ma tvar

10...020...020...01.
——— N N~

n n n

Dokézte, ze a,,/3 sa da vzdy vyjadrit ako stacet tretich mocnin dvoch celych kladnych
¢isel, ale nikdy sa neda vyjadrif ako stcet druhych mocnin dvoch celych éisel.
(Svajciarsko)

T8. Je dané celé kladné cislo n, ktoré nie je mocninou c¢isla 2. Ukazte, ze existuje celé
kladné ¢islo m s nasledujicimi dvoma vlastnostami:
(i) m je st¢inom dvoch po sebe iducich celych kladnych ¢isel;
(ii) dekadicky zapis ¢isla m pozostéva z dvoch identickych blokov n ¢islic.
(Polsko)



