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58. ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic

r+y=1,
r—1yY=a,

—daz 4+ 4y = 2% + 4

s mezndmymi x, Yy, z a redlnym parametrom a. (Jaroslav Svréek)

RiesSenie. Scitanim prvej a druhej rovnice danej sustavy dostaneme 2z = 1 + a,
od¢itanim druhej rovnice od prvej 2y = 1 — a. Odtial

1 1
= — 1 —- = 1 - . 1
r= (Ut y=3(1-a) 1)
Ked dosadime za x a y do tretej rovnice povodnej ststavy, dostaneme rovnicu
—2a(1+a)+2(1—a) =22 +4, ¢ize 22+2a®+4a+2=0,

ktora upravime na tvar
22 +2(a+1)?2=0. (2)

Oba séitance na lavej strane poslednej rovnice st nezdporné ¢isla. Ich stcet je 0 prave

vtedy, ked z = 0, a = —1. Dosadenim tychto hodnét do (1) dostaneme z =0, y = 1.
Zaver. Dana stustava rovnic mé riesSenie iba pre a = —1,atox =0,y =1, 2 = 0.

Skuska pri tomto postupe nie je nutna.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za spravne vyjadrenie z a y pomocou parametra a

z prvych dvoch rovnic, 3 body za vyrieSenie rovnice (2), ktord vznikne dosadenim tychto hodnét do
tretej rovnice a 1 bod za uvedenie spravnej odpovede.

2. Na pline 5 x 5 hrame hru lode. Zo Styroch policok planu je vytvorend jedna lod
niektorého z tvarov ma obr. 1. MéozZeme sa spytat na lubovolné policko plinu, a ak lod
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Obr. 1

zasiahneme, hra konci.
a) Navrhnite osem policok, na ktoré sa staci spytat, aby sme mali istotu zdsahu
lode.

b) Zdovodnite, preco Ziadnych sedem otdzok taki istotu neddva.  (Jdn Mazdk)

RieSenie. a) Staci sa spytat napriklad na ¢ierne polic¢ka na obr. 2: v kazdom riadku aj
stipci st vedla seba najviac dve biele policka, zatial ¢o kazda z lodi zakryje v jednom
z oboch smerov pravé tri vedla sebe stojace policka. Aspon jedno z nich teda bude
éierne.



Obr. 2 Obr. 3

b) Na zésah lode na plane s rozmermi 3 x 2 potrebujeme aspon dve otézky, pretoze
ziadne jeho policko nelezi na vSetkych lodiach, ktoré na tento plan mozeme umiestnit.
Na plane 5 x 5 mézeme vyznacit Styri neprekryvajice sa oblasti 3 x 2 (obr. 3). Aj keby
lod bola umiestnené iba na jednej z tychto Styroch oblasti, sedem otézok na jej zasah
by nestacilo — podla predchadzajtcej tivahy totiz potrebujeme aspon 4 -2 = 8 otazok.

Za Gplné rieSenie tlohy dajte 6 bodov, z toho za ¢ast a) dajte najviac 2 body (a to aj za jednoduchy
naértok bez dalsieho zdovodnenia), ¢ast b) ohodnotte najviac 4 bodmi.

3. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC, ktory nie je rovnoramenny. Oznacme K prie-
secnik osi uhla ACB s osou strany AB. Priamka CK pretina vysky z vrcholov A
a B v bodoch, ktoré oznacime postupne P a (). Predpokladajme, Ze trojuholniky AK P
a BKQ maju rovnaky obsah. Urcte velkost uhla ACB. (Jan Mazak)

Riesenie. Ozna¢me vnutorné uhly v trojuholniku ABC' zvyc¢ajnym spésobom. Nech
K’ je druhy priese¢nik osi uhla ACB s kruznicou opisanou trojuholniku ABC. Zo
zhodnosti obvodovych uhlov ACK’ a BCK' vyplyva zhodnost zodpovedajucich tetiv
AK' a BK', takze bod K’ rozpoluje oblik AB leziaci oproti vrcholu C, a je preto
totozny s bodom K (obr.4). Podla vety o obvodovych uhloch st velkosti uhlov AKC

K=K’
Obr. 4

a BKC postupne rovné 3 a a. Ozna¢me V,, Vj, péty vysok prislichajicich vrcholom A,
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B trojuholnika ABC'. Kedze ABC je ostrouhly trojuholnik, st body V, a V;, vntutorné
body zodpovedajucich stran. Velkost uhla APK je zhodné s velkostou vnitorného uhla
pri vrchole P v pravouhlom trojuholniku C' PV, je teda rovna 90° — %7. Rovnakt velkost
ma analogicky aj uhol BOQK.

Trojuholniky AK P a BK() maji rovnaky obsah, zhodné strany AK a BK, a teda
aj vysky na ne, a navyse sa zhoduja aj v uhle oproti nim. Z konstrukcie trojuholnika
podla danej strany, vy$ky na tito stranu a protilahlého vnitorného uhla a zo siimernosti
zostrojenych rieSeni vyplyva, ze trojuholnik AK P je zhodny bud's trojuholnikom K BQ),
alebo s trojuholnikom BK Q. KedZze trojuholnik ABC' nie je rovnoramenny (t.j. « #
# [3), je trojuholnik AK P zhodny s trojuholnikom K BQ. Velkost vntutorného uhla pri
vrchole A trojuholnika PAK je 180° — 5 — (90° — 57) = 90° — 8+ 37, takze z uvedenej
zhodnosti vyplyva

—q,  &ive 90°+%:a+ﬁ:180°—'y.

Odtial dostavame v = 60°. Naopak ak v = 60°, je |[{APK| = |{BQK| = 60°
a trojuholniky AK P a K B(Q st zhodné podla vety usu, maju teda rovnaky obsah.

Zdver. Uhol AC' B mé velkost 60°.

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za zistenie, ze K je stredom oblika AB (ddkaz nie
je nutny, ak student uvedie, Ze ide o znadmu skuto¢nost). Dalej 1 bodom oceiite vyjadrenie velkosti
vnitornych uhlov v trojuholnikoch AKP a BK(Q pomocou «, 8, v. Dalsie 2 body dajte za dokaz
zhodnosti trojuholnikov AKP a BK(Q, 1 bod za vypocet uhla v a 1 bod za dbékaz, ze z podmienky
v = 60° vyplyva zhodnost (obsahov) trojuholnikov AKP a KBQ.

o gl
90" — =
ﬁ+2

4. K lubovolnému prirodzenému ¢islu uréime jeho zvysky po deleni kazdym z desiatich
prirodzenych ¢isel 2,3,4, ... ,11 a tychto desat zvyskov (niektoré mozu byt nulové) sci-
tame. Urcte vsetky také cisla mensie ako 25000, ktoré maju uvedeny sucet ¢o najmensi.
(Nulu za prirodzené ¢islo nepovazujeme). (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Uvazujme prirodzené ¢islo n < 25000 a ozna¢me 7o, r3, ..., 711 jemu
prisluchajuce zvysky po deleni ¢islami 2, 3, ..., 11. Sticet nezadpornych zvyskov z = ro+
+r3+ -+ +rq1 je tiez nezdporny. V danom pripade vSak nemdze byt rovny 0, pretoze
to by znamenalo, Ze ¢islo n je delitelné kazdym z prvkov mnoziny M = {2,3,4,... 11},
ktorych najmensi spolo¢ny nasobok je 27720 > 25 000.

Ukéazeme, Ze najmensi mozny sucet je 1, a zaroven najdeme aj vsetky ¢isla n mensie
ako 25000 s touto vlastnostou.

Ak je prislusny sucet rovny 1, st vsetky zvysky rp s vynimkou jedného rovné 0,
a existuje teda prave jedno d € M také, ze r; = 1. Ukazeme, ze d = 7 alebo d = 11.
Zrejme nemdze byt d < 5, to by totiz nenulovy zvySok prislichal aj ¢islu 2d € M. Keby
zvysSok 1 prislichal jednému z ¢isel d = 6, 8,9, 10, prislichal by nutne aj jednému z cisel
2 alebo 3.

Ak d = 7, musi byt hladané ¢islo nasobkom vSetkych ¢isel z mnoziny M \ {7},
teda nasobkom ¢isla 3960. Toto ¢islo dava po deleni 7 zvySok 5, zvySok 1 dava jeho
trojnasobok n = 3-3960 = 11880, ktory vyhovuje podmienkam ulohy, a vSeobecne
kazdy (3 4+ 7a)-nasobok; avsak dal$i nasobok 10 - 3960 s vyhovujicim zvyskom je uz

Ak d = 11, musi byt hladané ¢islo nasobkom vsetkych ¢isel z mnoziny M\ {11},
teda nasobkom ¢isla 2 520. Kedze toto ¢islo déava po deleni 11 zvySok 1, vyhovuje pre
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d = 11 jedine ono (dalsi nasobok (1 + 11) - 2520 s vyhovujucim zvyskom je totiz uz
vacesi ako 25000).

Zaver. Hladané ¢isla st dve, a to 11880 a 2 520.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, za ddkaz, ze sicet zvyskov je aspon jedna, dajte 1 bod, za dokaz, ze
hladané ¢islo je delitelné vSetkymi ¢islami z M okrem 7 alebo 11, pre ktoré dava zvysok 1, dajte 3 body,
za najdenie zodpovedajucich &isel 11880 a 2520 dajte po 1 bode. Ak riesitel ukéaze, ze sucet zvyskov
je aspon 1, a uvedenim jedného z vyhovujucich ¢isel ukéaze, Zze najmensi sicet zvyskov je skutocne 1,
ohodnotte jeho riesenie 3 bodmi (lebo tlohou bolo néjst vsetky vyhovujuce &isla).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.



