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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH
Kategodrie A, B, C
60. rocnik, Skolsky rok 2010/2011

Domace kolo

Vézeni ziaci strednych skol,

Slovenské komisia matematickej olympiady vas pozyva zucastnit sa 60. ro¢nika matematicke;
olympiady — sufaze pre ziakov strednych $kol v naSej republike.

Kategdria A je urcena ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoéria C ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnézii (s pafroénym stidiom) je
urcena kategoria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢aka 6 tloh, ktoré najdete v tomto letaku. Ich riesenia (nie nutne
v8etkych tloh) odovzdajte svojmu uéitelovi matematiky do 29. novembra 2010 (kategdria A)
a do 10. januara 2011 (kategdrie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak budd vase riesenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalSie tri tlohy. Opravené riesenia skolského aj doméceho kola tspesnych rie-
Sitelov Skolského kola potom vas uditel matematiky posle na prislusni krajska komisiu MO. T4
na zéaklade vysledkov pozve najlepsich ucastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
buda v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit styri tlohy. V kategériach B a C tym sutaz
konci. O poradi v krajskych kolach rozhoduje sti¢et bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Pokial
prvych n ziakov dosiahne rovnaky pocet bodov, je poradie oznacené zhodne prvym az n-tym
miestom. Podobne pre poradie na dalsich miestach. Ziadne iné kritérid nie st pripustné.

V kategérii A budu eSte najlepsi rieSitelia krajského kola z celej republiky sutazit v celo-
statnom kole, kde budt dva dni (po 4,5 hodinéch) riesit dve trojice tloh. Z tspesnych riesi-
telov celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni) vybera druzstvo Slovenskej republiky na
medzindrodni matematicki olympiddu (ktorda bude v jali 2011 v Holandsku), na medzistatne
stretnutie s Ceskou republikou a Polskom (bude v jtni 2011 v Polsku) a na stredoeurépsku
matematicki olympiddu (bude v septembri 2011 v Chorvatsku).



Terminy 60. ro¢nika matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategdria A 07.12.2010 18.01.2011 27.-30.03.2011
Kategorie B, C 20.01.2011 05.04.2011 —

Matematicka olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci s Jednotou slovenskijch
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olympiady. Stutaz riadi Slovenskd
komisia MO a v krajoch ju riadia krajske komisie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych
skoldch ju zaistuju ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Ce-
lostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribtciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej stc¢innosti so Slovenskou komisiou Matematickej olympiady.

Riesenia stfaZnych tiloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh
I.C, Gymnazium L. Eulera
Okridhle nam. 5, 94001 Nové Zamky
Kraj Nitra
2010/2011
c-I-3
Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa
vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-

Cenie ulohy a strany odcislujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tivahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného rieSenia tloh vam vSetkym praje

Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a rieseni iloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk http://skmo.sk http://matematika.okamzite.eu
http://fpedas.uniza.sk/“novotny/M0.htm http://www.imo-official.org

Radi by sme upozornili uéitelov a ziakov na KoreSpondenény matematicky
seminar (KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato sitaz je velmi efek-
tivnou formou pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom
mysleni ako takom. K tomu prispievaju aj zaverecné sustredenia pre najlep-
sich riesitelov. Pre riesitelov MO kategérii B a C je v KMS urcend kategéria
ALFA. Pre lepSich a skusenejSich z kategérie B a pre kategoriu A je v KMS
urc¢end kategéria BETA. A nakoniec pre tych, ¢o maji ambicie uspiet na celostatnom kole MO
kategorie A, je v KMS urcena kategéria GAMA. Viac informacii o KMS najdete v prilozenom
samostatnom letaku.
Na dalsiu spolupracu sa tesia
Mgr. Jan Mazak, Bc. Michal Prusék


http://www.olympiady.sk
http://skmo.sk
http://matematika.okamzite.eu
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MATEMATIKAI OLIMPIA
60.-ik évfolyam 2010 /2011 tanév Hazi forduld
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A KATEGORIA
A-1-1

Egy novekvo szamtani sorozat négy egymast koveto eleme az
az* +br* +a=1

egyenlet valds gyokei. Ezek koziil az egyik elem egytuttal gyoke még a
br® +ar+a=1

egyenletnek is. Hatarozzatok meg az a és b paraméterek dsszes lehetséges értékét.
(Peter Novotny)

A-1-2

Legyenek k és n természetes szamok. ,Az (n —1)(n+ 1) szdm oszthaté a k-val“ allitas érvényes-
ségébdl Adam arra a kivetkeztetésre jutott, hogy vagy az n — 1, vagy az n + 1 oszthaté k-val.
Hatérozzatok meg az Gsszes olyan k természetes szamot, amelyre Adam kovetkeztetése helyes
minden természetes n-re. (Jan Mazdk)

A-1-3

Adottak a k és [ korvonalak amelyek az A és B pontokban metszik egymast. Jelolje rendre K és
L a kozos érintéjiik érintési pontjait gy, hogy B az AK L haromszog bels6 pontja legyen. A k és
[ korvonalakon vegyiik fel rendre az N és M pontokat gy, hogy az A pont az M N szakasz bels6
pontja legyen. Bizonyitsatok be, hogy a K LM N négyszog akkor és csakis akkor hurnégyszog,
amikor az M N egyenes érinti az AK L haromszog koré irt korét. (Jaroslav Svrcek)

A-1-14
Legyen 6n darab, a szintol eltekintve teljesen egyforma zsetonunk. Mind a 2n szinbd6l pontosan
harom darab zseton van. Minden természetes n > 1-re talaljatok meg a zsetonok Osszes olyan
két csoportra vald elosztasanak p, szamat, amelyben minden csoportban pontosan 3n zseton
van és semmelyik csoportban sem talalhaté harom egyforma szinl zseton. Bizonyitsatok be,
hogy p, pontosan akkor paratlan szam, amikor n = 2% ahol k megfelels természetes szam.
(Jaromir Simsa)
A-1-5
Egy kocka minden lapjara fel van irva pontosan egy egész szam. Egy 1épésben kivalasztunk két
szomszédos lapot és a rajtuk levo szamokat eggyel noveljiik. Hatarozzatok meg a sziikséges és
elégséges kezdeti feltételt a kocka lapjainak megszamozasara, hogy véges sok 1épés utan a kocka
minden lapjan egyforma szdmot kaphassunk. (Peter Novotny)

A-1-6

Bizonyitsatok be, hogy minden, a C' csticsnél hegyesszogiit ABC haromszogben érvényes az
(a® + b*) cos(a — B) < 2ab

egyenlStlenség. Allapitsatok meg, hogy mikor all fenn egyenldség. (Jaromir Simsa)



MATEMATIKAI OLIMPIA
60.-ik évfolyam 2010 /2011 tanév Hazi forduld
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B KATEGORIA
B-1-1
A valds szamok halmazan oldjatok meg a kovetkezd egyenletrendszert:

Vai+y?=z+1,
Viyyi+z22=x+1,
V22+ar2=y+ 1
(Tomas Jurik)
B-1-2
Jelolje P az ABC' D téglalap egy belsé pontjat, valamint rendre () és R a P pont képét az A és
C' kozéppontu kozéppontos tiikrozésben. Tegyiik fel, hogy a QR egyenes metszi az AB és BC

oldalakat az M és N bels6 pontokban. Szerkesszétek meg azon P pontok halmazat, amelyre
IMN| = |AB]. (Jaroslav Svrcek)

B-1-3
Legyenek a, b és c valds szamok, melyek 6sszege 6. Bizonyitsatok be, hogy az

ab+bc, bc+ca, ca+ ab

szamok koziil legalabb az egyik nem nagyobb, mint 8. (Jan Mazdk)
B-1-4
Talaljatok meg az 6sszes olyan n egész szamot, amelyre az

n3 42010

n? + 2010
tort értéke egy egész szammal egyenld. (Pavel Novotny)
B-1-5

Foglalkozzunk azzal a kérdéssel, hogy melyek azok az ABC haromszogek, amelyekben az A és B
csucsoknal hegyes szogek vannak és a kiovetkezo tulajdonsaggal rendelkeznek: Ha a C-bol hu-
zott magassagvonal kozéppontjan keresztiil hizunk harom, a haromszog oldalaival parhuzamos
egyenest, akkor az oldalakkal valé hat metszéspontjuk egy korvonalon helyezkedik el.
a) Mutassatok meg, hogy minden olyan ABC haromszog megfelel, amelynek a C' csticsanal
derékszog van.

b) Magyarazzatok meg, hogy miért nem felel meg semmilyen mas ABC' haromszog.
(Jaromir Simsa)

B-1-6
Hany olyan tizjegyi szam van, amelyekben tordlni tudunk két egymés mellett allé6 szamjegyet
ugy, hogy a megmaradd szam pontosan 99-szer lesz kisebb, mint az eredeti? (Jan Mazdk)
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C KATEGORIA

C-1-1

Luca egy tablara felirt két nullatdl kiillonb6z6 szamot. Ezek utan rendre beirta kozéjiik az 6ssze-
adas, kivonas, szorzas és végiil az osztas miveleti jelét, majd ezeket a miiveleteket sorra helyesen
el is végezte. Az eredmények kozott csupan két kiillonbozé érték fordult eld. Melyik két szamot

irhatta fel Luca eredetileg a tablara? (Peter Novotny)
C-1-2
Bizonyitsatok be, hogy a 23x+y és 19x+ 3y kifejezések pontosan ugyanazokra az x, y természetes
szamokbdl allé szamparokra oszthatdék 50-nel. (Jaroslav Zhouf)
c-1-3 D L C
Adott egy 1cm oldalhossztisagh ABCD négyzet. A K és L pontok
a DA és DC oldalak kozéppontjai. A P pont az AB oldalon fekszik g
ugy, hogy |BP| = 2|AP|. A Q pont a BC oldalon fekszik ugy, hogy P Sc
|CQ| = 2|BQ|. A KQ és PL szakaszok az X pontban metszik egymast. K X
Jelolje rendre S4, Sg, S és Sp az APXK, BQXP,QCLX és LDKX g Q
négyszogek teriiletét (lasd az abrat). A Sp

a) Bizonyitsatok be, hogy Sp = Sp. A P B

b) Szamoljatok ki az Sc — Sy kiilonbséget.
¢) Magyarazzatok meg, miért nem érvényes az Sa + Sc = Sp + Sp egyenléség.
(Peter Novotny)
C-1-4
Egy didkokbdl all6 n-tagti csoportban van néhany kolcsonos baratsag. Minden didknak van
legalabb négy baratja. A tanarno két, legfeljebb négytagi csapatra szeretné osztani a didkokat
ugy, hogy minden didknak legyen legalabb egy baratja a sajat csapataban.

a) Mutassatok meg, hogy n = 7 esetén a didkok mindig szétvalaszthatdk a feltételeknek meg-
felelGen.

b) Allapitsatok meg, hogy n = 8 esetén is mindig szétvalaszthatdk-e a kovetelt médon.
(Tomas Jurik)
C-1-5
Bizonyitsatok be, hogy barmilyen a és b pozitiv egész szamra teljesiil a
a -(a,b)+b-[a,b] > 2ab

egyenldtlenség, ahol [a, b] a legkisebb kozos tobbszorost, (a,b) pedig a legnagyobb kozos osztot
jelsli. Allapitsatok meg, hogy mikor all fenn egyenlSség. (Jaromir Simsa)
C-1-6
Adott az ABCD trapéz. Legyen P az AB alap kozéppontja. Egy, az AB alappal parhuzamos
egyenes rendre a K, L, M és N pontokban metszi az AD, PD, PC és BC' szakaszokat.

a) Bizonyitsatok be, hogy |KL| = |[MN|.

b) Hatarozzatok meg a KL egyenes azon helyzetét, amelyre érvényes, hogy |KL| = |LM]|.

(Jaroslav Zhouf)
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