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58. roénik Matematickej olympiady Riesenia 1iloh IMO
1. Nech n je kladné celé ¢islo a ay, ..., ax (kK 2 2) su navzdjom rozne celé cisla
z mnozZiny {1,... ,n} také, Ze n je delitelom cisla a;(a;y1 — 1) prei = 1,...  k — 1.
Dokazte, Ze n nie je delitelom cisla ap(a; — 1). (Australia)

Riesenie. (Podla Michala Hagaru.) Podmienku n | a;(a;41 — 1) prepiSeme v tvare
kongruencie a upravime:

ai(a;+1 —1) =0 (mod n),
a;a;+1 — a; =0 (mod n),
a;a;+1 = a; (mod n), 1=1,2,...,k—1. (1)

Vyuzitim (1) postupne pre i = 1,2,... ,k — 1 dostavame
a1 = a1a3 = 410203 = 41020304 = -+ = a10z . ..a,  (mod n). (2)
Predpokladajme sporom, ze n | ax(a; — 1), teda Ze aya; = ar (mod n). Potom
a1as ...a = ag...agay = ag...a (mod n),

¢o v spojeni s (2) déva

a; =az...ar (mod n). (3)
Rovnako ako pri (2), vyuzitim (1) postupne pre i = 2,... ,k — 1 mame
(g = a2a3 = A203a4 = -+- = az...ax (mod n).

Spolu s (3) odtial
ag =as...ax =as (mod n),

teda a; a as davaju rovnaky zvysok po deleni n, ¢o je v spore s predpokladom, ze st
to navzajom rozne ¢isla z mnoziny {1,... ,n}.

2. Dany je trojuholnik ABC' so stredom opisanej kruznice O. Nech P resp. Q) je vnitorny
bod strany C A resp. AB. Oznac¢me postupne K, L, M stredy useciek BP, CQ, PQ aT
kruznicu prechdadzajicu bodmi K, L, M. Predpokladajme, Ze priamka PQ sa dotyka
kruznice I'. Dokazte, Ze |OP| = |0Q). (Rusko)

Riesenie. (Podla Michala Hagaru.) Usetka MK je strednou prieckou trojuholnika
QBP, preto
1
]KM|:§|QB| a AB || MK.
Zo striedavych uhlov potom |[{AQP| = |{KMQ)|. Kedze PQ je doty¢nicou kruznice T,

z rovnosti tisekového a obvodového uhla prislichajiceho tetive M K mame |{KMQ| =
= |{KLM]|. Spolu teda [{AQP| = |{K LM]|. Analogicky dostaneme (obr. 1)

1
LM|=3IPC| &  |£APQ|=|{LMP|=|£LKM|.



Obr. 1

Z uvedenych rovnosti uhlov vyplyva podobnost trojuholnikov QAP a LM K (maja
rovnaké velkosti prislachajtcich vnatornych uhlov). Z pomerov stran postupne (po
dosadeni vyjadrenych dizok |K M| a |LM]|) dostavame

QA _ |PA]
\LM| |KM|
Q4] _ |PA
PO~ 1QB

|QA[-|QB| = [PA] - |PC].

Posledné rovnost znamené, ze body Q a P maji rovnakt mocnost ku kruznici opisanej
trojuholniku ABC' (zrejme oba body lezia vnutri tejto kruznice). Ak oznacime r jej
polomer, zhodnii mocnost mozno zapisat v tvare

0Q|? —r?* = |OP|* —r?,
odkial uz trividlne |OP| = |0Q)|.

3. Predpokladajme, Ze s1, s2, 83, ... je rastiuca postupnost kladnijch celych c¢isel takd, Ze
obe jej podpostupnosti

Ss1s Ssgs Ssgs - - a Ss1+1y Ssa+1; Ssz+1, ---
st aritmetické. Dokdzte, Ze potom aj postupnost s1, so, s3, ... je aritmetickd. (USA)

Riesenie. Oznacme D diferenciu aritmetickej postupnosti sg,, Ss,, Sss, - .. a pre kazdé
n=1,2,... oznatme d,, = S,11 — S,. Nasim cielom je dokazat, Ze hodnota d,, je pre
vSetky n rovnaka. Najskor ukézeme, Ze mnozina hodnét d,, je ohrani¢ené. Kedze zadan
postupnost je rasttica, pre kazdé n je d,, = 1. Preto!

dn:5n+1_3n:\1+1+"'+ljgdsn+dsn—|—1+"'+dsn+1—l:D-

(Sn4+1—5n)-krat

! Ohrani¢enost hodnoét d, sa da zdovodnif aj menej formélne: Kazdé dva po sebe iduce ¢leny
postupnosti (sn), cn mozno zrejme vlozit medzi niektoré dva ¢leny postupnosti 1, Ss;, Sso, Ssg, - - -
ktoré je od druhého ¢lena aritmeticka. Preto trividlne sp41 — sy, < max{D,ss; — 1}.
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Ozna¢me m najmensiu a M najviacsiu z hodnédt d,, (z ohranicenosti vyplyva
existencia minima aj maxima). Sta¢i dokazat, ze m = M. Predpokladajme sporom,
ze m < M.

Nech k je Tubovolny taky index, ze dx = m. Teda siy1 — s = m, odkial

D:83k+1 — Ssp, = Ssp+m T Ssp —
=ds, T dspq1 4+ dsyyom1 SM+ M+ -+ M=mM. (1)

m-krat

Podobne ak K je lubovolny taky index, ze dx = M, tak sx11 — sx = M, teda

D = Ssg41 T Ssxg = Ssg+M T Ssg =
=ds, T dset1 4+ Fdsgrm—1 Zm+m+---+m=Mm. (2)
M-krat

Z (1) a (2) vyplyva, ze D = Mm, a aby platila rovnost, nutne d;, =ds, 41 =...=
=dsy1m-1=M ads, =ds41=...=ds,1rm—1 = m. Specidlne mame

dsk = M a dSK =m. (3)

Z rasttcosti postupnosti (s, )nen vyplyva s = k. NavySe dokonca si > k, lebo ak by
sme mali s, = k, tak podla (3) by bolo m = dj, = ds,, = M, ¢o je v spore s m < M.
Rovnako mozno ukézat, ze sx > K.

Polozme n; = k. Teda d,,, = m a podla (3) plati d,,, = M. Dalej zvolme n, =
= Sp, > n1. Kedze d,, = M, mbze ns vystupovat v pozicii K a teda podla (3) mame
ds,, = m a taktiez s,, > ny. Nasledne preto mdzeme zvolit n3 = s, a z (3) (kedze

n3 moze vystupovat v pozicii k) opét ds,, = M, atd. Predpisom n;i1 = s,, takto
skonstruujeme rasticu postupnost ni, no, ns, ... taka, ze
ds,, =M, ds, =m, ds,, =M, ds, =m, ... (4)

Pritom postupnost ds, s ds, s --- Je podpostupnostou postupnosti ds,, ds,, ... Ta
ma cleny, ktoré st rozdielmi ¢lenov aritmetickych postupnosti Ss, 11, Sso41, --. @ Ssy,
Ss,, --., teda aj sama je aritmetickou postupnostou. Kedze podla (4) sa v nej neko-

necne velakrat opakuje hodnota m (aj M), nutne to musi byt konstantnd aritmeticka
postupnost a m = M.

4. Dany je trojuholnik ABC, pricom |AB| = |AC|. Osi uhlov CAB a ABC pretinaji
strany BC' a C'A postupne v bodoch D a E. Nech K je stred kruznice vpisanej do
trojuholnika ADC'. Predpokladajme, Ze | BEK| = 45°. Ndjdite vSetky mozné velkosti
uhla CAB. (Belgicko)

Riesenie. (Podla Martina Bachratého.) Ozna¢me I stred kruznice vpisanej do trojuhol-
nika ABC (je to priese¢nik priamok AD, BE, CK). Uvazujme kruznice ki, ko opisané
trojuholnikom IKFE, IKD (obr.2). Obe maju nad spolo¢nou tetivou IK obvodovy
uhol velkosti 45°, lebo K lezi na osi pravého uhla ADC. Preto st obe kruznice zhodné
a teda osovo sumerné podla priamky CI. Podla tejto priamky si vSak osovo stiimerné
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aj priamky AC, BC. Takze v osovej simernosti podla priamky C1I sa priesecniky
kruznice k; so stranou AC zobrazia na priese¢niky kruznice ko so stranou BC.

A
k1
FE
I 45°
K
ko\ Lase /
B D C

Obr. 2

KedZe jeden zo spolo¢nych bodov kruznice ki a priamky AC je bod E a jeden zo
spoloénych bodov kruznice ks a priamky BC' je bod D, méZzu nastat dva pripady.

Pripad 1. Bod D je obrazom bodu E v osovej simernosti podla C'I (Tento pripad
zahffia aj moznost, Ze kruznice ki, ko sa dotykaju priamok AC, BC — vtedy su F
a D jediné ,prieseéniky“ kruznic s priamkami a nutne musia byt navzajom stumerné).
Potom st osovo stmerné podla CI celé trojuholniky CID a CIE, z ktorych prvy je
pravouhly. Nutne teda aj uhol C'EI je pravy, ¢o znamend, Ze v trojuholniku ABC
je os uhla pri vrchole B totoznda s vyskou na stranu AC. To je zrejme mozné jedine
v pripade, Ze trojuholnik ABC' je rovnoramenny so zakladnou AC'. AvSak podla zadania
je rovnoramennym so zékladiiou AB. Takze musi byt rovnostranny, z ¢oho |[{CAB| =
= 60°.

Pripad 2. Kruznica ks pretina priamku BC v dvoch roznych bodoch D a E’,
pricom E’ a E st stmerné podla priamky CI. Kedze E’ lezi na BC', uhol IDE’ je pravy
a teda I E’ je priemerom Télesovej kruznice prechadzajtcej bodom D. Téato kruznica je
evidentne totozna s ka, preto aj uhol IK E’ je pravy (obr.3). Vzhladom na spomenuti

ko

N[ +—
=

Obr. 3

simernost je potom pravy aj uhol IKFE a treti uhol v trojuholniku /K E musi mat
velkost

|KEIK|=180° — |[{IKE| — |{IEK| = 180° — 90° — 45° = 45°.
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Ak oznac¢ime S velkost vnitorného uhla v rovnoramennom trojuholniku ABC' pri
vrcholoch B a C, tak rovnoramenny trojuholnik BCT ma pri zédkladni BC vnatorné
uhly velkosti 33 a oproti zékladni uhol velkosti 180° — |[{EIK| = 180° — 45° = 135°.
Z rovnosti

18+ 1B +135° =180°
uz trividlne dopocitame § = 45°, ¢ize |LCAB| = 180° — 25 = 90°.

Teda jediné pripustné hodnoty pre velkost uhla C'AB st 60° a 90°. Pre dokondcenie
ulohy eSte musime dokazat, Ze pre rovnoramenny trojuholnik so zakladinou BC' a uhlom
CAB velkosti 60° resp. 90° je velkost uhla BEK skutocne 45°. (Zatial sme dokazali
len jeden smer implikacie: ak |[{BEK| = 45°, tak |{CAB| € {60°,90°}. Potrebujeme
dokézat aj opacny smer, t.]j. ze hodnoty 60° a 90° st v zadanej situécii naozaj mozné
velkosti uhla CAB.)

Kazdy z oboch pripadov preverime osobitne. Moznych postupov je viacero, v da-
nych konfiguraciach je trojuholnik ABC' (az na velkost strany BC') jednozna¢ne dany,
takze sa jednd o Standardnu tlohu. Uvedieme postup bez pouzitia goniometrickych
funkcii alebo analytickej geometrie.

Ak |£CAB| = 60°, tak ABC' je rovnostranny trojuholnik (obr.4a). Zo symetrie
potom |[{BEK| = |{ADK| = 45° (kedZe K lezi na osi pravého uhla ADC).

A

Obr. 4a

Ak [LCAB| =90° = a, tak 8 = 45° a Tahko vypocitame velkosti

|AEIK|=|£CBI| +|4BCI| = 38+ 18 =8 = 45°,
|KAEI| =180° — a — 38 = 180° — 90° — 22,5° = 67,5°,

|{AIE| = |{BID| = 180° — 90° — 13 = 90° — 22,5° = 67,5°.

Teda AIFE je rovnoramenny trojuholnik so zakladnou IE a body I, E st simerne
zdruzené podla priamky AK, ktoréd je osou uhla CAD (obr.4b). Odtial |KI| = |KE|,
¢ize KIFE je rovnoramenny trojuholnik a |[{ BEK| = |[{EIK| = 45°.

Iné rieSenie. Ozna¢me |[{BAC| = a a [{ABC| = |[{BCA| = 8 = 90° — 1a. Bod I
nech je rovnako ako v predoslom rieseni stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC.
Bod K lezi na priese¢nikoch osi uhlov trojuholnika ADC, preto

AECK|=|4KCD|=18=45°-1a a |{CDK|=|4KDA| =45
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Z trojuholnika DCT potom |{DIC| = 45° + ia. Pomocou zadaného predpokladu
| BEK| = 45° nésledne z trojuholnikov BCE a KCFE odvodime

|4KEC|=180°— 13 — 8 —45° = 135° — 28 = 135° — 3(90° — 1a) = 3q,
|{IKE|=3a+45° — Ta =45° + a.

f6)
45° + o\ I
4593
ZOZ
K 45° — %a
50
. | A45°
C
Obr. 5

Zo sinusovych viet v trojuholnikoch ICE, IKE, IDK, IDC teda mame (obr.5)

IC|  sin(45° 4 3a) IE|  sin(45° + 30)
[IE|  sin(45° — 1a)’ IK|  sin45° '
[IK|  sin45° ID|  sin(45° — ;o)
[ID|  sin(90° — 1a)’ IC|  sin90°

Vynasobenim uvedenych styroch rovnosti dostaneme
sin(45° 4+ 2a)sin(45° + 1a)

sin(90° — 1a)

Pouzitim zndmych goniometrickych identit
1
sin(90° — ) = cosx a sinz -siny = §(cos(x —y) —cos(z +y))

rovnicu upravime na

1
cos T = §(cos T — cos(90° + 2av)),

1
5(008(900 + 2a) + cos fa) = 0.

Pouzitim dalSej identity cosz + cosy = 2cos 3 (x + y) cos 1 (z — y) napokon ziskame

cos(45° + 2a) - cos(45° + 1a) = 0.
To znamend (kedze 0° < o < 180°), ze bud 45° + %Oz =90°, t.j. a = 60°, alebo 45° +
+ %a = 90°, t.j. a = 90°. Takze jediné pripustné hodnoty pre velkost uhla C'AB st 60°

a 90°. Na druhej strane, pri oboch tychto hodnotach plati |[{BEK| = 45°, ¢o mozno
ukézat rovnako ako v prvom rieSeni.



5. Urcte véetky také funkcie f z mnoZiny kladnych celych cisel do mnoZiny kladnych
celych cisel, Ze pre vsetky kladné cel€ ¢isla a, b existuje nedegenerovany trojuholnik so
stranami dizok

a, f(b), [f(b+f(a)—1).

(Trojuholnik je nedegenerovany, ak jeho vrcholy neleZia na jednej priamke.)
(Francuzsko)

Riesenie. Trojuholnikovii nerovnost pre trojicu ¢isel z, y, z budeme pouzivat aj v tvare
|z —y| < z (tdto nerovnost zahfna x < y+ z a zaroven y < x + z). Oznacme f(1) = m.
Po dosadeni a = 1 dostévame, ze ¢isla 1, f(b), f(b+ m — 1) st pre kazdé prirodzené b
stranami trojuholnika, spliiaji teda nerovnost

[f(0) = f(b+m —1)] <1,

¢o je vzhladom na celo¢iselnost hodnét f(b), f(b+ m — 1) mozné jedine v pripade, ze

fo) =fb+m-—1).
Ak by bolo m > 1, tak f by bola periodicka s periédou m — 1. V takom pripade
by (periodicky) nadobtdala iba hodnoty

f(1)7 f(2)7 T f(m_l)'

Ak oznac¢ime H najvicsiu z tychto hodnot, po dosadeni a = 2H dostavame, Ze cisla
2H, f(b), f(b+ f(2H) — 1) spliiaju trojuholnikovti nerovnost

OH < f(b)+ f(b+ f(2H) — 1) < H + H = 2H,

¢o je ocividne spor.

Nutne teda m = 1, t.j. f(1) = 1. Dosadenim b = 1 z toho dostavame, ze ¢isla a, 1,
f(f(a)) st pre lubovolné prirodzené ¢islo a stranami trojuholnika, takze |a — f(f(a))| <
< 1, ¢o opét vzhladom na celoéiselnost a a f(f(a)) znamena

f(f(a)) =a pre vSetky prirodzené ¢isla a. (1)

Ozna¢me f(2) = k. Zrejme k # 1, lebo podla (1) mame f(k) = f(f(2)) = 2,
zatial ¢o f(1) = 1. Z (1) dokonca vyplyva, ze funkcia f je prosta, t.j. ziadnu hodnotu
nenadobuda viac nez raz. Ak totiz f(z) = f(y), tak nutne x = f(f(x)) = f(f(y)) = y.
Tento znamy fakt (ze z (1) vyplyva prostost f) budeme v rieseni vyuzivat.

Polozme a = 2, b = k. Potom 2, 2 a f(k+ k —1) = f(2k — 1) su stranami
trojuholnika, ¢ize

If(2k—1) —2| <2, aodtial f(2k—1) € {1,2,3}.

Avsak f uz nadobtda hodnotu 1 v bode 1 a hodnotu 2 v bode k a zaroven 2k — 1 # 1
a 2k — 1 # k. Z prostosti f teda nutne vyplyva f(2k — 1) = 3.

Polozme dalej a = 2, b =2k — 1. Z toho 2,3 a f(2k—1+k—1) = f(3k —2) st
stranami trojuholnika a analogicky dostavame

IfBk—2)—3| <2,  cize f(3k—2)e€{2,3,4}.
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Kedze hodnoty 2, 3 uz f nadobtuda v bodoch k, 2k — 1 a zaroven 3k —2 # k a 3k — 2 #
# 2k — 1, nutne f(3k —2) = 4.

Matematickou indukciou (ktorej prvy krok sme pre hodnoty n = 1,2,3 prave
urobili) Tahko dokézeme, ze

fnk—(n—-1))=n+1 pre vSetky prirodzené ¢isla n.

Ak totiz toto tvrdenie plati pre n aj pre n — 1, po dosadeni a = 2, b = nk — (n — 1)
dostavame trojicu strén 2, n+1a f(nk—(n—1)+k—1) = f((n+ 1)k — n), teda

lf((n+1k—n)—(n+1)| <2, odkial f((n+1)k—n)e {n,n+1,n+ 2}

Hodnoty n a n + 1 st vS8ak podla indukéného predpokladu uz ,obsadené* bodmi
(n—1)k — (n—2) ank — (n—1) (ktoré si oba rozne od (n + 1)k — n), takze jedinou
moznostou je f((n + 1)k —n) = n + 2 a tvrdenie plati aj pre n + 1. Tym je dokaz
indukciou ukonceny.

Specialne potom tvrdenie plati aj pre n = k — 1, teda

F((k =Dk — (k—2)) = k.

Kedze sme uz skor ukéazali, ze f(2) = k, z prostosti f méme (k — 1)k — (k — 2) = 2,
z ¢oho po trividlnej tprave k(k — 2) = 0. Samozrejme k # 0, dostavame tak k = 2
a indukciou dokazané tvrdenie prechadza na tvar

fln+1)=n+1 pre vSetky prirodzené cisla n.

Spolu s tvrdenim f(1) = 1, ktoré sme dokézali na zaciatku, dostavame, Ze jedinou
vyhovujticou funkciou méze byt identita f(x) = z. Lahko overime, Ze této funkcia
vyhovuje, lebo trojica ¢&isel a, b, a + b — 1 spliia vSetky tri trojuholnikové nerovnosti
trividlne (pre Tubovolné a,b € N).

6. Nech ay, as, ..., a, Ssu navzdjom rozne kladné celé cisla a M je mnoZina n — 1
kladnych celych cisel neobsahujica cislo s = a1 + as + - -+ + a,. Lucny konik skdce
pozdlz ciselnej osi, pricom zacina v bode 0 a urobi smerom doprava n skokov s dlZkami
ai, as, ..., a, v nejakom poradi. DokdZte, Ze poradie skokov sa da zvolit tak, aby lucny
konik nepristdl na Ziadnom cisle z mnoZiny M. (Rusko)

Riesenie. Na zaciatku si vSimnime, ze zo zadaného tvrdenia vyplyva jeho zovSeobec-
nenie: Predpoklad, ze mnozina M obsahuje prave n — 1 kladnych celych ¢isel mozno
nahradit podmienkou |M N (0,8 — amin)| < n — 1, priCom an;, je najmensie spomedzi
ai, as, ..., a,. Tento fakt v dokaze pouzijeme.

Postupovat budeme matematickou indukciou vzhladom na n. Pripad n = 1 je
trividlny. V druhom kroku indukcie predpokladajme, ze n > 1 a ze tvrdenie je pravdivé

pre vietky prirodzené ¢isla mensie ako n. Dalej nech a1, as, ..., an, s, M st dané
a spliaju predpoklady dokazovaného tvrdenia. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokla-
dajme, ze a, < a,_1 < -+ < az < a1. Ozna¢me

k

Tk:Zai pre k=0,1,... ,n.
i=1



Zrejme 0 =Ty < Ty < --- < T, = s. Najskor dokdzeme pomocné tvrdenie.

Tvrdenie 1. Staci ukazat, Ze pre nejaké m € {1,2,... ,n} dokaze urobit konik m skokov,
pricom nikdy nepristane na cisle z M a navysSe pocas tychto m skokov preskoci spolu
aspon ponad m bodov z M.

Dokaz. Kedze |M| = n — 1, evidentne m # n. Polozme n’ =n — m. Potom 1 < n’ < n.
Zvys$nych n’ skokov bez pristatia na ktoromkolvek zo zvySnych zakézanych nanajvys
n' — 1 &sel z M dokaze konik urobit vdaka indukénému predpokladu (sta¢i posunit
zacCiatok z ¢isla 0 do ¢isla, kde sa konik nachadza po m skokoch). O

Cislo k € {1,2,... ,n} budeme nazyvat slusné, ak konik dokéaze urobit k skokov
s dlzkami ay, as, ..., ap (v nejakom poradi) tak, ze s vinimkou posledného skoku nikdy
nepristane na ¢isle z M (po k-tom skoku méze a nemusi skoncit na ¢isle z M).

Cislo 1 je o¢ividne slugné. Preto existuje najviicsie ¢islo k* také, ze vSetky &isla 1,
2, ..., k* st slusné. Ak k* = n, niet ¢o dokazovat. Zaoberajme sa dalej len pripadom
k* <n—1 (teda k* + 1 nie je slusné). Dokdzeme dalsie pomocné tvrdenie.

Tvrdenie 2. Plati

Tee €M a  |MN(0,Tp) = k.

Dékaz. Ak Ty~ ¢ M, postupnost skokov, vdaka ktorej je &islo k* slugné, mozno predlzit
pridanim skoku dlzky ag«,1, ¢o je v spore s tym, ze k* + 1 nie je slusné. Takze nutne
Ty~ € M.

Ak |[MN(0,Ty-)| < k*, tak existuje | € {1,2,... ,k*} také, ze Ty+11 —a; ¢ M. Po-
tom podTla indukéného predpokladu (s hodnotou k* namiesto n) dokéze konik doskékat
do &isla Ty~ 11 — a; pomocou k* skokov s dlzkami z mnoziny {ay,as, ... ,ap- + 1}\ {al}
pricom ani raz nepristane na cisle z M. Takze aj k* + 1 je slusné, ¢o je spor.

Podla prave dokézaného tvrdenia existuje najmensie ¢islo k € {1,2,... ,k*} také,
T-eM a |MN(0,T;)| 2k
Tvrdenie 3. Stac¢i uvazovat pripad

MA©,T; ) SF-1. (1)

Dékaz. Ak k = 1, tak (1) plati trivialne. Dalej nech k& > 1. Ak T;_, € M, tak (1)
vyplyva z minimalnosti k. Ak T;_, ¢ M a platilo by |M N (0, Tk 1)| > k-1, zo0

slusnosti ¢isla k& — 1 by sme dostali situaciu ako v Tvrdeni 1 pre m = k — 1. V tomto
pripade teda dokonca staci uvazovat pripad |M N (0,75 ;)| = k—2. O

Oznaéme v > 0 &islo, pre ktoré |M N (0,7%)| = k +v. Nech 7 > rg > -+ > 1, st
vSetky také indexy r € {k + 1,k +2,... ,n}, ze T} + a, ¢ M. Potom

n—1=|M|=|Mn0O,T)|+1+ M0 (Tys)| Zk+v+1+(1n—k—Dp)
a odtial p 2 v + 2. Plati
T]~C+arl—a1 < T,~C+arl—a2 <K T,;—Farl—a,; < T,;j—am—a,; <K T,;+arv+2—a,;
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a vsetkych k+v+1 ¢isel porovnanych v predoslych nerovnostiach lezi v intervale (0, 75).
Preto existuja r € {k+1,k+2,... ,n} aqe {1,2,... ,k} také, ze Ty +a, ¢ M a T} +
+ a, — ay ¢ M. Zoberme mnozinu skokovych dlzok B = {a1,as,...,az,a,} \ {a4}.

Mame
Z =T} +ar —aq
r€EB
T; +ar —ag —min(B) =T; —aq < Tj_ ;.

Podla (1), indukéného predpokladu a zovSeobecnenia spomenutého tplne na zaciatku
s hodnotou % namiesto n sa konik dokaZe dostat na ¢islo T; +a, —a, pomocou k skokov
s dlzkami z mnoziny B bez pristatia na ¢isle z M. Odtial vie sko¢it na T . +a,, ¢im
dosiahneme situdciu ako v Tvrdeni 1 s hodnotou m = k+ 1. Tym je tvrdenie dokézané.

10



