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I-1. Ndjdite vsetky funkcie f:R — R take, Ze

F@f() + f(f(@) + f(y) = yf(x) + flx+ fy))

pre véetky x,y € R, pricom R oznacuje mnoZinu vsetkych redalnych ¢isel.  (Slovinsko)

RieSenie. Konstantna funkcia f(z) = 0 zrejme vyhovuje. Predpokladajme dalej, ze
existuje a € R také, ze f(a) = 0. Dokazeme, ze potom je f prosta.

Nech f(y1) = f(y2) pre nejaké y1,y2 € R. Po postupnom dosadeni y = y1, y = ys
do zadanej rovnice a odéitani vzniknutych rovnosti dostaneme y; f(z) = yof(x) pre
vSetky € R. Po zvoleni z = a moZeme f(a) vykrétit, teda y; = y2 a f je naozaj
prosta.

Dosadenim xz = 0, y = 1 do pévodnej rovnice ziskame

FO)+ F(F(0) + f(1) = f(0) + f(f (1)),

teda f(f(0) + f(1)) = f(f(1)) a vzhladom na prostost f mame f(0) + f(1) = f(1),
odkial f(0) = 0.

Zvolenim y = 0 nasledne zo zadanej rovnice dostaneme f(f(z)) = f(z), z ¢oho
opit vdaka prostosti vyplyva f(x) = x pre vSetky x € R. Aj tato funkcia vyhovuje,
o ¢om sa dosadenim lahko presved¢ime. Jedinymi rieSeniami st teda funkcie f(z) =0

a f(z)==.

I-2. Majme n = 3 roznych farieb. Nech f(n) oznacuje najvicsie celé ¢islo s vlastnostou,
Ze kazdd strana a kaZdd uhlopriecka konvexného mnohouholnika majiceho f(n) vrcholov
sa dd ofarbit jednou z n farieb nasledujicim sposobom.:

e pouZité su aspon dve farby a

e kazdé tri vrcholy mnohouholnika uréuji bud trojicu useciek rovnakej farby, alebo

trojicu useciek troch roznych farieb.

Dokdzte, ze f(n) < (n—1)2%, a Ze rovnost v tejto nerovnosti nastdva pre nekonecne vela
hodnat n. (Slovinsko)

Riesenie. V tlohe ide o mnohouholnik s ofarbenymi vsetkymi uhloprieckami aj stra-
nami, mozeme teda o riom uvazovat ako o kompletnom grafe. Farbime vSetky hrany
s pouzitim n farieb tak, ze kazdy trojuholnik resp. kompletny trojbodovy podgraf, tzv.
3-klika, bude bud jednofarebny alebo trojfarebny. Cely graf ale nemoze byt jednofa-
rebny.

Vzéacny éitatel isto rychlo pochopi, Ze podmienka pre trojuholniky je v skutoc¢nosti
ekvivalentna s nasledovnou podmienkou. Graf pozostava vyluéne z kompletnych jedno-
farebnych podgrafov, tzv. klik, pricom dve kliky jednej farby st vrcholovo disjunktné.
Otéazne uz je len ako velké mozu takéto kliky byt a kolko ich bude najviac z jednej
farby.

Ak by jedna z tychto jednofarebnych klik (povedzme modra) mala n alebo viac
vrcholov, musel by existovat vrchol v mimo nej, ktory by bol s kazdym vrcholom
modrej kliky spojeny inou ako modrou farbou. VsSetky trojuholniky tvorené dvoma
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vrcholmi z modrej kliky a vrcholom v obsahuji jednu modri a jednu int hranu, sa teda
trojfarebné. Cize n hran spajajicich vrchol v s modrou klikou by muselo byt navzajom
roznofarebnych, ¢o nie je mozné, lebo okrem modrej farby mame k dispozicii uz len
n — 1 farieb. Preto kazdé jednofarebné klika mé maximalne n — 1 vrcholov.

Jeden vrchol lezi v maximalne n roznych klikdch (roznej farby) a kazda z nich méa
najviac n — 2 dalsich vrcholov. Tento vrchol mé teda najviac n(n — 2) susedov. V grafe
je teda nanajvys f(n) = n(n —2) + 1 = (n — 1)? vrcholov.

V druhej ¢asti lohy sa budeme zaoberat konstrukciou n-farebného ofarbenia hran
kompletného grafu s (n —1)2 vrcholmi pre ¢o najviac réznych hodnét ¢isla n. Viimnime
si, ze dve kliky réznych farieb maji v tomto maximalnom pripade prave jeden spolo¢ny
vrchol a dve kliky rovnakej farby ani jeden. Natiska sa tu idea nakreslit si vSetky body
jednej kliky na priamku jednej farby. Body kliky inej farby budt na priamke nielen
inej farby ale aj iného smeru tak, aby priese¢nik tychto dvoch priamok reprezentoval
spolo¢ny vrchol prislusnych dvoch klik. Dve kliky rovnakej farby by sa dali reprezentovat
rovnobezkami.

Skutoc¢nost, Ze vrcholov je dokopy (n—1)?, ndm nasepkava umiestnit ich do $tvorca
(vrcholy teda budeme reprezentovat siradnicami (i, j), pricom 4,5 € {0,1,... ,n — 2})
a pospéjat ich pomocou n — 1 vodorovnych priamok prvej farby. Potom ich pospajame
n — 1 zvislymi priamkami druhej farby. Prva priamka tretej farby p6jde po hlavnej
diagonale bodmi tvaru (k, k) kde k € {0,... ,n — 2}. Ostatné buda rovnobezne s 1iou
spajat vsetky body tvaru ((a + k) mod (n — 1), k). Buda to vlastne vSetky priamky so
smernicou 1, ktoré ked ,,vybehn(* vpravo zo $tvorca, vratia sa v prislusnej vyske zlava.
D4 sa to predstavit aj tak, ze by sme pravy okraj Stvorca (s prvou suradnicou n — 1)
stotoznili s Tavym (s prvou stradnicou 0). Vznikol by tak valec.

Podobne smernica vsetkych n — 1 priamok stvrtej farby bude 2 a princip kongru-
encie sa tu bude uplatiiovat nielen v pravo-lTavom smere ale aj zdola nahor. Dalo by
sa to predstavit tak, ze v spominanom valci navysSe stotoznime spodny okraj s hornym
(vznikol by tzv. torus). Podobne smernice ostatnych (n — 1)-tic priamok budua vzdy 3,
4, ..., (n—2).

Ak n — 1 je prvodislo, da sa polahky ukazat, Ze tato konstrukcia zarudéi, Ze prienik
dvoch klik roznej farby bude prave jeden vrchol. KedZe prvocisel je nekonec¢ne vela,
méme nekonecéne vela réznych n, pre ktoré f(n) = (n — 1)2. Tym je tloha vyriesen4.

Poznamka. Skuste sami, ¢i by ste vedeli vymyslief konstrukciu, ktord by nieco
podobné zarucovala pre Sir§iu mnozinu ¢isel ako je mnozina tych n, ze n—1 je prvocislo.

I-3. Nech ABCD je konvexny stvoruholnik, pricom strany AB a CD nie su rovnobezné

a |AB| = |CD)|. Stredy uhlopriecok AC a BD oznaéme E a F. Priamka EF pretina

usecky AB, C'D postupne v bodoch G, H. Dokdzte, e |{AGH| = |{DHG].
(Madarsko)

RieSenie. Zvolme za podiatok stradnicovej ststavy priese¢nik P priamok AB a CD.
Polohové vektory bodov A, B, C', D oznac¢ime postupne d, b, ¢, d. Potom smerové
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Obr. 1

vektory priamok AB, C'D sa ad — l;, d — & a kedze podla zadania maji rovnaku velkost,
smerovy vektor osi uhla nimi tvoreného je

-,

(6—b)+(cf—c“).
2

0=

—

Stredy F, F uhlopriecok AC, BD majt polohové vektory & = L(@+ &), f = (b + d).
Z rovnosti |AB| = |C'D| vyplyva

(vSetky uvedené nasobenia a druhé mocniny vektorov st skaldrne suciny). Teda os
uhla zovretého priamkami AB a C'D je kolmé na priamku EF' a trojuholnik GHP je
rovnoramenny so zakladiiou GH (os uhla je totozna s vyskou jedine v rovnoramennom
trojuholniku, obr. 1). Kedze body A a D lezia v tej istej polrovine urcenej priamkou
GH, uhly AGH a DHG st zhodné (bud st oba vnitornymi uhlami pri zdkladni
rovnoramenného trojuholnika, alebo st ich doplnkami do 180°).

I-4. Ndjdite vietky celé c¢isla k = 2 také, Ze ¢islo n» =t —m™ ™! nie je delitelné ¢islom k
pre Ziadnu dvogicu (m,n) roznych kladnijch celjch cisel mensich alebo rovnych k.
(Svajciarsko)

RieSenie. Podmienka v zadani je ekvivalentné s injektivnostou funkcie
f(m) =m™ ! mod k

na obore zvyskovych tried po deleni ¢islom k.
Skusime za k dosadif najskor malé hodnoty a vSimneme si, Zze pre k =2 a k = 3
je tato funkcia injektivnou. Navyse pre kazdé k plati f(1) =1 a f(k) = 0. Pre parne k

fk=1)=(k-1D"2=1=f(1) (mod k),
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teda funkcia f nie je injektivna. Ak sa v rozklade ¢isla k£ na sucin prvocisel nachadza
niektoré prvocislo, nazvime ho p, viac ako raz, potom

f(k/p) =0=f(k).

Dalsie vyhovujice k moézu teda mat v rozklade len rézne neparne prvoéisla. Uvazujme
teraz vyhovujice neparne k vicsie ako 4. Hodnoty f(k), f(k—2),..., f(3), f(1)a f(4) =
= 43 = 82 (mod k) st vsetko zvysky druhych mocnin prirodzeného ¢isla po deleni
¢islom k a je ich spolu 3(k + 1) + 1. Ale roznych kvadratickych zvyskov je nanajvys
5(k+1),lebo a® = (k—a)? (mod k). Cize asponi dve zo spomenutych hodnét funkcie f
budi rovnaké a funkcia nebude injektivna. Okrem hodnot 2 a 3 uz dalSie vyhovujtce
k neexistuje.

T-1. Redlne ¢isla x, y, z spliaji podmienku 2% + y? + 22 +9 = 4(x + y + 2). Dokdzte,
. ot 4yt 2t 16(2? + 9% + 22 282 + P 4+ 28 427
a zistite, kedy v nerovnosti plati rovnost. (Slovensko, Jan Maz&k)
RieSenie. Danti podmienku mozno prepisat na tvar
r(z—4)+yly—4)+2(2—4) = -9
a skiimant nerovnost zase na napadne podobny tvar
22z —4)? + % (y — 4% + 22(z — 4)* 2 27.
Teraz uz len vhodne pouzijeme Cauchyho nerovnost pre dvojicu vektorov (1,1,1)
a (z(x—4),y(y —4),2(z —4)):
81 = (—9)* = (1-ac(x—4)+1-y(y—4)+1'2(2—4))2 <
S (P H+ 124+ 1%) (2 (2 —4)2 + v (y — 4)° + 2% (2 — 4)?).
Rovnost v Cauchyho nerovnosti nastéva prave vtedy, ked
zx(z—4)=yly—4) =2(z—4) = -3.
Riesenim je 8 usporiadanych trojic
(1,1,1), (1,1,3), (1,3,1), (3,1,1), (1,3.3), (3,1,3), (3,3,1), (3,3,3).

Iné rieSenie. S vyuZitim vizby 22 +y?+ 2249 = 4(z +y + 2) moZno zadanii nerovnost
ekvivalentne upravit na tvar

(x=2)+(y—2)"+ (2 -2)* 23,
zatial ¢o samotnii viizbu priamo prepiseme na (r — 2)% + (y — 2)2 + (2 — 2)? = 3. Pre
trojicu realnych ¢&isel u, v, w splhajicich u? + v2 + w? = 3 vsak plati
(u? — 1)+ (v* = 1) + (w* —1)* 2 0,
ut + vt +wt +3 2 2(u” + 0% +w?) =6,
ut + vt +w* > 3,
¢o je po substitucii v = x — 2, v = y — 2, w = z — 2 ekvivalentné s dokazovanym

tvrdenim. Rovnost zrejme nastava, ked u? = v? = w? = 1, z é¢oho dostaneme rovnaké
trojice ako v prvom rieseni.



T-2. Dané su redlne c¢isla a, b, c, pricom ku kaZdym dvom rovniciam spomedzi
> +ar+b=0, 2°+br+c=0, 2>+cx+a=0

existuje prave jedno redlne cislo, ktoré je riesenim obidvoch. Urcte vsetky mozné hodnoty
vyrazu a® + b2 + 2. (Slovensko, Pavel Novotny)

Riesenie. VysSetrime dva pripady.

Ak vsetky tri rovnice maju jeden spolo¢ny koren xq, tak

r+azxy +b=0, (1)
x7 +bry +c =0, (2)
224 cry+a=0. (3)

Potom kombinaciou rovnosti ((1) — (2)) + (z1 — 1)((1) — (3)) a upravou dostaneme

(22 — 21 +1)(a —c) =0,
¢o vzhladom na nenulovost kvadratického vyrazu 3 — x1 + 1 (so zadpornym diskrimi-
nantom) znamena a = c¢. Pomocou cyklickej zdmeny dostaneme ¢ = b = a, a aby mali
kazdé dve z troch totoznych kvadratickych rovnic z? + ax + a prave jedno spolo¢né
rieSenie, musia mat dvojnasobny koreni. Odtial a? —4a = 0, teda a = b = ¢ = 0 alebo
a=b=c=4,zcoho a’?+ b+ % =0, resp. 48.

Druhy pripad, kedy jedna rovnica mé korene x1, x2, druhé rovnica ma korene xo,
x3 a tretia x1, x3 (priom vsetky tri korene st rozne, inak by sme mali predosly pripad)
sa vySetruje uz o nieco komplikovanejsie. Treba sa prirodzene zaoberat koeficientmi
polynému

(22 4 azx + b) (2 + bz + ¢)(2® + cx + a), (4)

o ktorom vieme, zZe ma tri dvojnasobné nulové body a teda tvar
(¢ — pa® + gz —1)?, (5)
pricom navyse z Vietovych vztahov pre povodné polynémy vyplyva
2p =2(x1+ 22+ 23) = —(a+b+c) = —(r122 + 2223 + T123) = —¢, (6)

Ak oznac¢ime a + b+ c = e, ab+ bc+ ca = f, abc = g, tak roznasobenim totoznych
polynémov (4) a (5) a porovnanim ich koeficientov pri mocninich z°, z%, 23 a 2°

dostaneme postupne

e==2p, e+f=p'—4p, E—frg=4>-2r, g=r> (7
Koeficienty pri 2 a z sice nie st symetrické v premennych a, b, ¢ (a nedaji sa teda
vyjadrif pomocou e, f, g), ale ich sucet symetricky je, teda porovnanim po uprave
dostaneme

f+ef —3g =4p® + 6pr. (8)

5



Spojenim (6), (7) a (8) dostdvame sustavu Siestich rovnic o Siestich nezndmych p, g, r,
e, f, g. T mozeme riesit viacerymi roznymi spéosobmi. Napriklad z prvych dvoch rovnic
méame ¢ = —2p, e = —2p, teda po dosadeni do tretej ziskame f = p? — 2p. Z piatej
rovnice mame priamo g = r2, teda za vsetky premenné q, e, f, g vieme do Stvrtej
a Siestej rovnice dosadit vyrazy zapisané len premennymi p, r. Po tprave dostaneme
rovnice

(p—1)2 = (r+1)% —2p + p? — 2p — 6pr — 3r% = 0.

Ak p—1 = r+1, dosadenim r = p—2 do poslednej rovnice dostaneme rovnicu (p+6)(p—
—1)2 = 0. Ak naopak p—1 = —(r+1), dosadenim r = —p dostaneme p(p—1)? = 0. Ak
p = —6, dostaneme r = —8, ¢ = 12, teda polyném v (5) by bol rovny (z + 2)° a nemal
by tri rézne korene. Rovnako nevyhovuje p = 0, kedy by uvedeny polyném vysiel z°.
Jedinou moznostou je p = 1, odkial r = -1, ¢ = -2, e = -2, f = —1, g = 1 a polyném
v (5) méa tvar

(2% —2? — 22 + 1) 9)

Lahko mozno nahliadnut, Ze tento polyném mé tri rozne redlne dvojnasobné korene
(leziace postupne vnutri intervalov (—2, —1), (0,1), (1,2)). Uz len dopo¢itame a? + b +
+c?=e2—-2f=6.

Odpoved. Uvedeny vyraz moze nadobudat hodnoty 0, 6 a 48.

Poznamka. Pre spravne rieSenie treba eSte zdovodnif, Ze k trojici koremov
(21, x2,x3) polynému (9) skutoéne prislachaju tri kvadratické rovnice s koeficientmi
ako v zadani. Tento technicky krok vynechame.

T-3. Na tabuli si napisané ¢isla 0,1,2,... ,n, pricomn = 2. V kazdom kroku zotrieme
cislo, ktoré je aritmetickym priemerom dvoch roznych cisel, ktore este na tabuli zostali.
Také kroky robime aZ do momentu, ked uZ nemodzeme zotriet Ziadne ¢islo. Oznacéme
g(n) najmensi mozny pocet cisel, ktoré mozu na konci zostat na tabuli. Urcte g(n) pre
kazdé n. (Polsko)

Riesenie. Krajné hodnoty 0 a n sa nedaju nijako zotriet a hravo vyskasame, Ze

Technika zotierania pouzitd pre n = 4 sa da rozsirit na vSetky n = 2%, preto tiez
g(2%) = 2 pre vSetky prirodzené ¢isla a.

Majme teraz n, ktoré nie je mocninou dvojky a teda 2% < n < 2%t! pre nejaké
prirodzené a. Predstavme si, ze by na konci ostali tiez len dve cisla. Pri spitnej
rekonstrukeii (t. j. priddvanim aritmetického priemeru niektorych dvoch ¢isel na tabuli)
vieme v Tubovolnom kroku skonstruovat iba ¢islo tvaru tn/2%, pricom t a k > 1 st
prirodzené ¢isla. Teda nikdy by takto nevzniklo ¢islo 1 (ked n nie je mocninou dvoch,
ani ziadny jeho nisobok tou nemoze byt), ¢o je spor’.

Naopak, existuje postup zotierania najskor ¢isel n—1, n—2 a tak dalej az po 2% +1
(¢islo n — i je aritmetickym priemerom ¢isel n a n — 2i), na ktory sa d& nadviazat skor
spomenutou technikou zotierania vsetkych ¢isel medzi 0 a 2. Na tabuli potom zostant
len tri ¢isla 0, 2, n. Preto ak n nie je mocninou dvojky, tak g(n) = 3.

! Forméalne mo%no pouZit na dékaz matematickt indukciu.
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T-4. KaZdé policko hracej plochy rozmerov 2009 x 2009 ofarbime jednou z n farieb
(nemusime pouZit vsetky farby). Hovorime, Ze dand farba je sivisld, ak md na celej
ploche taki farbu iba jedno policko, alebo ak pre lubovolné dve policka tejto farby maoze
Sachovd ddma prejst z jedného na druhé, pricom nikdy nezastavi na policku inej farby
(Sachovd ddma sa vie pohybovat vodorovne, zvisle a diagondlne). Ndjdite najvicsie
také n, Ze pre lubovolné ofarbenie hracej plochy je aspom jedna pouzitd farba sivisld.

(Polsko)

RieSenie. Predvedieme jeden priklad ofarbenia plochy &k x k (pre velké neparne k) troma
nesuvislymi farbami 1, 2, 3. Do vSetkych poli¢ok napiseme pre zaciatok 0. Vyberieme
si dva susediace stlpce, napriklad druhy a treti. Do policka (2, k) pripoéitame 1, do
policka (3, 1) zase 2. Teraz do vSetkych poli¢ok dosiahnutelnych tahom damy z policka
(2, k), okrem tohto poli¢ka samotného, pripo¢itame 2. Podobne do vSetkych poli¢ok
dosiahnutelnych tahom damy z policka (3, 1), okrem tohto policka samotného, pripo¢i-
tame 1. V tabulke je zndzornena situacia pre k = 9.

2|111312|12(12|2|2|2
21213

211|2 1
2|1 2 1
2|1 2|1

2|1 1(2

1121 1 2
3111 2
113/2]1]1(1]1]1]1

Vsimnime si, Ze pre neparne k maja policka (2, k) a (3,1) rozne péovodné ,Sachov-
nicové“ farby. Preto len 4 poli¢ka vo vybranych dvoch stipcoch maja farbu 1 + 2 = 3.
Sa to (2,1), (2,2) a (3,k), (3,k — 1). Pre dostatocne velké neparne k st tieto dva
suvislé pary vzajomne nesuvislé. Do policok, kde este stale ostala 0, mézeme teraz
vpisat ITubovolné z ¢isel 1 a 2. Policka (2,k) a (3,1) ostanu ,izolované“ od ostatnych
policok svojej farby. Tato technika ofarbovania troma farbami sa dokonca d& polahky
rozsirit na parne dostato¢ne velké k zvolenim ,izolovanych“ poli¢ok (2, k) a (4, 1). Preto
n je mensie ako 3.

V druhej ¢asti rieSenia naznac¢ime dokaz, ze pre kazdu plochu k& xm je v Tubovolnom
jej dvojfarebnom ofarbeni aspon jedna z farieb siivisla. Pouzijeme matematickt indukciu
vzhladom na stcet rozmerov k + m. Prvy indukény krok je trividlny.

V druhom kroku predpokladajme, Ze tvrdenie je pravdivé pre ITubovolnt plochu
k' x m' spliajacu k' +m’ < k + m. Uvazujme fubovolné ofarbenie plochy S s rozmermi
k x m dvoma farbami, napr. ¢ervenou a modrou. Oznacme S, S5, resp. S3 plochy,
ktoré dostaneme z S odstranenim prvého stipca, posledného stipca, resp. posledného
riadka. Podla indukéného predpokladu a Dirichletovho principu niektoré dve plochy S;,
S; maju suvisli rovnaka farbu, napr. ¢ervent. Oznacme Ay = S; N S;, 41 = 5;\ S;
a A2 = Sz \ S .

Lahko mozno dokézat pravdivost nasledujucich troch pozorovani:

(1) Ak celd mnozina Ay je jednofarebnd, napr. modré, tak modré farba je suvisla
v celej S.



(2) Ak v A existuje ¢ervené policko, tak ¢ervena je stvisla v celej mnozine S;US,.
(3) Ak mnozina A; U Az je jednofarebnd, napr. modré, tak modra farba je suvisla
v celej S.

Predpokladajme sporom, Ze v S nie je ani jedna farba stuvisld. Potom podla (1)
existuje v Ay ¢ervené policko. Mézu nastat dve moznosti. Ak S = S;US; (t.j. ak {i,j} =
= {1,2}), tak podla (2) je v S suvisla ¢ervend farba, ¢o je spor. V opa¢nom pripade
tvori mnozina S; U S; celd S okrem jedného rohového policka. Jedinou moznostou, ako
najst nesuvislé ¢ervené policka v S, je ofarbit ¢ervenou uvedené rohové policko a cely
zvy$ok stipca a riadka obsahujtceho toto poli¢ko ofarbit modrou. Potom je vsak podla
(5) stvisld modréa farba, ¢o je opét spor.

Odpoved. Najvicsie hlfadané ¢islo je n = 2.

T-5. V rovnobezniku ABCD, v ktorom |{BAD| = 60°, ozna¢me E priesecnik uhlop-
riecok. KruZnica opisand trojuholniku ACD pretina priamku BA v bode K # A,
priamku BD v P # D a priamku BC v L # C. Priamka EP pretina kruznicu opisani
trojuholniku CEL v bodoch E a M. Dokdzte, Ze trojuholniky K LM a CAP st zhodné.

(Slovinsko)

Riesenie. Ak vezmeme bod F na polpriamke AB taky, ze |BC| = |BF| = |FC],
dostaneme rovnoramenny lichobeznik, ktorého opisand kruznica je zaroven opisanou
kruznicou trojuholnika ADC'. Preto tento bod F bude zhodny s bodom K. Analogicky
ak vezmeme bod G na polpriamke BC' taky, ze |GB| = |GA| = | BA|, zistime, Zze bude
zhodny s bodom L. Preto |AC| = | K L|, kedZe st symetrické podla osi uhla C BK (alebo
uhla ABL).

LV M

Obr. 2

7 tetivového Stvoruholnika APC D mame
|LAPC| = 180° — |[£ADC| = 180° — 120° = 60°.
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Uvazujme zobrazenie Z, ktoré vznikne zlozenim kruZnicovej inverzie podla kruznice
so stredom B a polomerom /|BA|-|BK| = /|BL|-|BC] a stredovej stmernosti so
stredom B. V tomto zobrazeni sa body K, L zobrazia postupne na A, C. NavysSe
z mocnosti bodu B mame |BA|-|BK| = |BD|-|BP| atiez |BL|-|BC| = |BE|-|BM|,
¢ize Z(D) = P a Z(F) = M. Kedze obrazy bodov A, C, E st K, L, M a z vlastnosti
inverzie obraz kazdej priamky neprechadzajicej cez B je kruznica prechadzajica cez
B, stvoruholnik BLM K je tetivovy. Preto

|AKML| = 180° — |4KBL| = 180° — 120° = 60°.
Dalej mame (obr. 2)
|L{LKM| = |£LBM| = |{DBC| = |{ADP| = |{ACP].

Preto trojuholniky APC', LM K st podobné a vzhladom na fakt |AC| = | LK | dokdzany
v tvode musia byt zhodné.

T-6. Dany je tetivovy $tvoruholnik ABCD, pricom |CD| = |DA|. Body E, F lezia
postupne na strandch AB, BC, pricom |{ADC| = 2|{EDF)|. Usecky DK a DM si
postupne vyskou a taznicou trojuholnika DEF. Bod L je obrazom bodu K v stredovej
sumernosti podla bodu M. Dokdzte, Ze priamky DM o BL st rovnobezné.  (Polsko)

RieSenie. Ak N je obraz bodu A v osovej simernosti podla DFE, potom
|{CDN| = |{CDA| - |£ADN|=2|{EDF|—-2|{EDN| = 2|{FDN|
a [IND| = |AD| = |CD|. Takze N je zaroven obrazom bodu C v osovej stmernosti
podla DF'. Teda trojuholniky ADE a N DFE st zhodné, rovnako aj trojuholniky CDF
a NDF'. Preto
|{END|+ |{DNF|=|{EAD|+|{DCF|=|{BAD|+ |{DCB| = 180°,

¢ize N lezi na tsecke E'F' (obr. 3).




Pouzime oznacenie d(X,Y Z) pre vzdialenost bodu X od priamky Y Z. Potom
d(D, BE) = d(D, AE) = d(D, NE) = d(D, FN) = d(D, FC) = d(D, FB),

pricom druh& a predposlednd rovnost st désledkom spomenutych zhodnosti trojuholni-
kov. VS8imnime si, ze bod D lezi v rovnakej vzdialenosti od troch priamok obsahujicich
strany trojuholnika BEF' a je teda stredom pripisanej kruznice trojuholnika BEF'.
Preto pripisana kruznica sa dotyka tsecky EFF' v bode K.

Obr. 4

7 vlastnosti vpisanej a pripisanej kruznice vyplyva, ze vpisana kruznica trojuhol-
nika BEF sa dotyka tsecky EF v bode L (staéi si spomeniit na vyjadrenie diZzok tsekov
od vrcholov trojuholnika k dotykovym bodom vpisanej, resp. pripisanej kruznice). Nech
P je obraz bodu K v stredovej simernosti so stredom v bode D (obr. 4). Rovnolahlost so
stredom v bode B, ktora zobrazi vpisant kruznicu trojuholnika BEF na jeho pripisant
kruznicu, zobrazi L na P, a teda body B, L, P lezia na jednej priamke. Teraz uz
dokazované tvrdenie vyplyva z rovnobeznosti DM a PL, ktora je trividlnym doésledkom
rovnosti pomerov |KL|: |[KM| = |KP|:|DP|=2.

T-7. Najdite vSetky dvojice celych éisel (m,n), ktoré su rieSenim rovnice
(m +n)* = m?n? +m? + n? + 6mn.

(Chorvatsko)

RieSenie. Ak je dvojica (m,n) rieSenim, st nim aj dvojice (n,m), (—m,—n)

a (—n,—m). Pre n = 0 dostaneme rovnicu m* = m? s rieSeniami m € {—1,0,1}.

Zo symetrickosti rieSenia vyplyva, Ze rieSenim je pat dvojic

(n,m) € {(0,-1),(-1,0),(0,0),(0,1),(1,0)}.
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prava, ¢o dava silné tusenie neexistencie takéhoto riesenia. Forméalny dokaz spravnosti
tohto tusenia moéze vyzeraf napriklad takto: Bez ujmy na vSeobecnosti nech 0 < n < m,
potom na zaklade rovnice platia aj nerovnosti

(m+1D* < (m+n)* =m?*n? + (m+n)? +4mn < m* + 8m?,
4m3 + 6m? + 4m + 1 < 8m?,
2m?(2m — 1) < 0.
Pre Tubovolné prirodzené ¢islo m je toto spor, preto rieSenim nie je ziadna dvojica
kladnych cisel. Navyse analogicky ani ziadna dvojica zapornych cisel.
Preto bez ujmy na vSeobecnosti nech n = —k je zaporné a 0 < k < m. Potom
(m — k)* = m?k? + m? + k? — 6mk,
m* — 4m3k + 5m2k? — 4mk® + k* = m? — 6mk + k2,
(m? — mk + k%) (m? — 3mk + k*) = m?* — 6mk + k?,
(m? — mk 4+ E*)(m? — 3mk + k* — 1) = —5mk
a zaroven (m? — mk + k> — 1)(m? — 3mk + k?) = —3mk.
Odtial
(m? — mk + k%) | 5mk a (m? — 3mk + k?) | 3mk.
Nech nsd(m, k) =d a k = da, m = db (pricom a,b > 0), potom
(b* — ba + a?) | bba a (b — 3ba + a?) | 3ba.
Ale
nsd(b® — ba + a?,b) =1 a nsd(b? — ba + a*,a) = 1,
¢o je ekvivalentné s nsd(b? — ba + a?,ba) = 1, preto

b?> —ba +a* € {1,5}.

Ak b® — ba + a® = 1 a pozrieme sa na to ako na kvadratick rovnicu s nezndmou a,
diskriminant 4 — 3b? je $tvorcom prirodzeného éisla len pre b = 1. Odtial sa polahky
dopocitaju riesenia

(n7 m) S {(27 _2)7 (_27 2)}
Ak b? — ba + a? = 5, diskriminant 20 — 3b? nie je $tvorcom prirodzeného &isla nikdy.
Celociselnym riesenim rovnice je teda sedmica uz spomenutych dvojic.

Poznamka. Druht ,,vetvu“ s vyrazom 3mk na pravej strane sme v rieseni nepot-
rebovali. Ak by sme ju pouzili v analogickom postupe, museli by sme pre vyraz b? —
— 3ba + a® preverovat az $tyri hodnoty +1, 3. Pri vyraze b> — ba + a? sme hodnoty
—1, —5 preverovat nemuseli, lebo b2 + a? = 2ab, t.j. b> — ab + a® > 0. Okrem toho,
diskriminant by pre niektort rovnicu b? — 3ba + a? = %1, resp. 3, mohol byt §tvorcom
pre nekoneéne vela hodndt b.

Inou moznostou je skombinovaft obe vetvy a riesit sustavy b —ba+a? = p, b>—3ba+
+a? = gprep € {1,5}, ¢ € {£1,£3}. Tym sa mozno vyhnit tvahdm o diskriminantoch,
kedze kazda zo ststav je Tahké v obore celych ¢isel vyriesit (napr. po odéitani rovnic
priamo dostaneme hodnotu sté¢inu ab).
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T-8. Najdite vsetky riesenia rovnice
2% 42009 = 3Y5*

v obore celych nezdapornich cisel. (Litva)

RieSenie. Lahko nahliadneme, e x = 2 a y + 2z = 1. Uvazujuc nad danou rovnicou
v zvySkovych triedach dostaneme 1 = (—1)¥ (mod 4), preto y musi byt parne. Podobne
ak y > 0, tak (—1)* +2 = 0 (mod 3), ¢ize x je parne. Ak z > 0, madme 27 — 1 = 0
(mod 5), ¢o pre x znamena delitelnost Styrmi. Ale aspon jedno z dvojice y, z je kladné,
a teda x musi byt tak ¢ onak parne. Nech x = 2t a y = 2u. Potom

27 12009 = 2% € {1,2,4} (mod 7),
3Y5% =9%(—2)* € {3,5,6} (mod 7) pre neparne z.

Preto z je parne a z = 2v. Rovnicu teraz mozno prepisat na tvar
2009 = (3“5” — 2%)(35" + 2°).

Existuje vsak len jedna dvojica ¢isel, ktorych sucin je 2009 a ich rozdiel je mocninou
dvoch (t.j. 2871): 41 a 49. Z toho uz polahky dopocitame jediné rieSenie
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