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60. ro¢énik MO Riesenia 1loh domaceho kola kategorie A

1. Korene rovnice
ar* + bz’ +a=1

v obore redlnych cisel su styri po sebe idiuce cleny rasticej aritmetickej postupnosti.
Pritom jeden z tychto clenov je zdroven riesenim rovnice

bz’ +ax +a = 1.

Urcte vsetky mozné hodnoty redlnych parametrov a, b. (Peter Novotny)

Riesenie. Vzhladom na to, Ze rasticu aritmetickii postupnost tvoria Styri navzajom
rozne realne ¢isla, musi mat prva z danych rovnic $tyri rozne relne korene. Preto a # 0.

Oznac¢me z( spolo¢ny korenn oboch rovnic. Potom je z( tiez korenom rovnice, ktora
vznikne odé¢itanim druhej z danych rovnic od prvej, teda rovnice az? — ax = 0. T dalej
upravime na tvar az(z® — 1) = 0. Pre spoloény redlny koreti zg oboch danych rovnic
odtial vyplyva xq = 0 alebo xzg = 1.

Dosadenim zg = 0 do prvej z danych rovnic dostaneme a = 1, takze tato rovnica
mé tvar x* +bx? = 0. Tto rovnica ale pre Ziadne realne ¢islo b nem4 $tyri rdzne reilne
korene (¢islo 0 je jej aspont dvojnasobnym koreriom), preto zy # 0.

Jedinym spolo¢nym koreniom oboch rovnic je teda x¢g = 1. Dosadenim tejto hodnoty
do ktorejkolvek z oboch danych rovnic dostaneme b = 1 — 2a. Prvi rovnicu potom
mozeme zapisat v tvare ax? + (1 —2a)z? +a—1 = 0, z ktorého vidime, %e m4 i koreni —1,
a po vynati suc¢inu koreriovych ¢initelov (x — 1)(z + 1) dostaneme rovnicu

(x—1)(z+1)(az® —a+1)=0. (1)

Kvadraticky dvojélen az?—(a—1) m4 mat dva rozne korene, ktorymi musia byt dve
navzajom opacné (nenulové) ¢isla € a —¢. To je splnené prave vtedy, ked (a —1)/a > 0,
¢ize prave vtedy, ked a > 1 alebo a < 0. Ak zvolime oznacenie tak, ze £ > 0, dostavame
pre aritmetick(i postupnost vSetkych Styroch korenov dve moznosti podla toho, ¢i je
0< &< 1alebo & >1.

V prvom pripade tvoria S$tyri korene rovnice (1) aritmeticktt postupnost —1, —¢&,
&, 1, ktorda ma zrejme diferenciu %, preto £ = 1 — % = % Toto cislo £ je korenom
rovnice (1) préve vtedy, ked a = 1/(1 — ¢?) = 3. Potom b =1 —2a = —2.

V druhom pripade tvoria $tyri korene rovnice (1) aritmetickt postupnost —¢, —1,
1, ¢ s diferenciou 2, preto £ = 1+ 2 = 3. Cislo 3 je koretiom rovnice (1) prave vtedy,
ked a =1/(1 —3%) = —%. Potom b=1—2a = 3.

Zdver. Ulohe vyhovujt prave dve dvojice realnych ¢isel (a,b), a to

wnel(4 D}

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Urcte vSetky hodnoty readlnych parametrov p a g, pre ktoré ma kazda z rovnic

z(x —p) =3+q, z(x+p)=3—q
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v obore redlnych cisel dva rézne korene, ktorych aritmeticky priemer je jednym z ko-
refiov zvysnej rovnice. [69-B-S-1]
N2. Uréte vSetky dvojice (a,b) realnych ¢isel, pre ktoré mé kazda z kvadratickych rovnic

aw2—|—2bx—|—120, bz? +2ax+1=0

dva rézne realne korene, pricom prave jeden z nich je pre obe rovnice spolo¢ny.

[67-B-I-5]
N3. Urcte vsetky dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pre ktoré maju rovnice
22 + (3a+b)z +4a =0, 2+ (3b+a)r +4b =0
spoloény realny kore. [67-B—S—-2]
D1. Urcte v8etky trojclenné aritmetické postupnosti prvocisel s diferenciou 1970.
[20-B-P-2]

D2. Uvazujme dve kvadratické rovnice
xz—ax—bzo, 22 —brx—a=0

s redlnymi parametrami a, b. Zistite, aki najmensiu a akd najvicsiu hodnotu moéze
nadobudnut sucet a + b, ak existuje prave jedno realne &islo x, ktoré stiéasne vyhovuje
obom rovniciam. Uréte dalej vSetky dvojice (a,b) redlnych parametrov, pre ktoré
uvazovany sucet tieto hodnoty nadobuda. [67-B-1I-1]
D3. Reélne &isla a, b majt nasledovnii vlastnost: kvadraticka rovnica 22 —ax +b—1=0
méa v mnozine realnych cCisel dva rozne korene, ktorych rozdiel je kladnym korenom
rovnice 22 —azx +b+1=0.
a) Dokéazte nerovnost b > 3.
b) Vyjadrite korene oboch rovnic pomocou b.
[59-B-1-6]

2. Nech k, n s prirodzené ¢isla. Z platnosti turdenia ,c¢islo (n — 1)(n + 1) je delitelné
cislom k“ Adam usiudil, Ze bud ¢islo n — 1, alebo ¢islo n+ 1 je delitelné k. Uréte vietky
prirodzené€ cisla k, pre ktoré je Adamova tvaha sprdvna pre kaZdé prirodzené n.

(Jan Mazak)

Riesenie. UkéZzeme, Ze pre nesudelitelné prirodzené ¢isla r a s, kde r > 2 a s > 2,
existuje prirodzené ¢islo n s vlastnostou

r|ln—1 a s|n+1.

Pre také ¢islo n a ¢islo k = rs nie je Adamova tvaha spravna, pretoZe z predpokladu, ze
¢islo k deli ¢islo (n —1)(n+ 1), nevyplyva, ze k deli n — 1 ani Ze k deli n+ 1. Keby totiz
k = rs delilo napriklad n — 1, delilo by ¢islo s obidve ¢isla n + 11 n — 1, ¢o vzhladom
na rovnost (n+ 1) — (n — 1) = 2 nie je mozné, lebo s > 2.

Existenciu ¢isla n z prvej vety riesenia dokézeme tak, ze zoberieme s cisel

2, 742, 2r+2, ..., (s—1)r+2.

Tie davaju pri deleni ¢islom s navzajom rozne zvysky. Keby totiz niektoré dve z nich,
povedzme ir+2 a jr+2 (0 £ i < j < s—1), davali pri deleni ¢islom s rovnaky zvySok,
potom by ¢éislo s delilo aj ich rozdiel (i — j)r, a vzhladom na nestudelitelnost ¢isel r a s
aj rozdiel ¢ — j, ¢o nie je mozné, pretoze |i — j| < s. Uvedenych s ¢isel teda dava tplni
sustavu zvyskov modulo s, preto medzi nimi existuje ¢islo, ktoré pri deleni ¢islom s
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dava zvysSok 0; nech je to ¢islo Ir + 2. Potom ale pre ¢islo n = Ir + 1 plati, ze r deli
n—1asdelin+ 1.

Uvedomme si, ze kazdé ¢islo k delitelné dvoma neparnymi prvocislami sa da zapisat
ako stéin dvoch nestudelitelnych ¢isel viicsich ako 2. Adamova tvaha moze byt teda
spravna iba pre tie ¢isla k, ktoré su delitelné nanajvys jednym neparnym prvocislom.
To znamena, ze ¢islo k£ méa jeden z nasledovnych troch tvarov:

kde p je neparne prvocislo, s celé nezaporné a t prirodzené c¢islo.

Nech k = 2%, kde s je celé nezaporné ¢islo. Pre s = 0 nie je Adamova tvaha
spravna, pretoze ¢islo k = 2° = 1 deli kazdé prirodzené ¢islo, teda deli obidve ¢isla
n—1in+ 1. Ani pre s = 1 nie je Adamova tivaha spravna, pretoze pokial k = 2! = 2
deli ¢islo (n — 1)(n + 1), je jeden z ¢initelov parny, ale potom je parny i druhy ¢initel.
Pre ¢islo s = 2, teda pre k& = 22 = 4, je Adamova tvaha spravna. Ak totiz 4 deli
¢islo (n — 1)(n + 1), je aspon jeden z oboch ¢initelov parny, takze ide o dve po sebe
iduce pdrne ¢isla, z ktorych prave jedno je delitelné styrmi. Nakoniec, pre ziadne s = 3
Adamova tivaha spravna nie je, staéi vziat éislo n = 2571 — 1.

Nech k = p?, kde p je nepéarne prvoéislo a t prirodzené éislo. Potom je Adamova
uvaha spravna, lebo obe ¢isla n — 1 a n + 1 nemdézu byt stcasne delitelné tym istym
neparnym prvocislom p, a preto je prave jedno z nich delitelné &islom p' = k.

Nech k£ = 2p!, kde p je neparne prvodéislo a t prirodzené ¢islo. Potom je Adamova
uvaha tiez spravna: obe ¢éisla n —1 a n+ 1 st nutne parne a pritom nemozu byt sticasne
delitelné tym istym neparnym prvocislom p, preto je prave jedno z nich delitelné ¢islom
2pt = k.

Zaver. Adamova tuvaha je spravna pre kazdé prirodzené ¢islo n len pre prirodzené
¢isla k jedného z tvarov

kde p je neparne prvocislo a t prirodzené cislo.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Ak je ¢islo (n—1)(n+1) delitelné styrmi, je prave jeden z ¢initelov n—1, n+1 delitelny
Styrmi. Dokazte.

N2. Zistite, pre ktoré dvojciferné &isla n je n3 — n delitelné éislom 100. [60-C—S-3]

N3. Najdite vSetky trojciferné ¢éisla n také, Ze posledné trojéislie ¢isla n? je zhodné s &is-
lom n. [650-C-I-1]

N4. Kolko existuje prirodzenych ¢&isel x < 1992000 takych, Ze &islo 1992000 deli ¢&islo
x3 — x? [41-B-1-6]

3. Dané€ su kruznice k, l, ktoré sa pretinaji v bodoch A, B. Oznac¢me K, L postupne
dotykové body ich spolocnej dotycnice zvolené tak, Ze bod B je vnutornym bodom
trojuholnika AK L. Na kruzniciach k a l zvolme postupne body N a M tak, aby bod A
bol vnutornym bodom usecky M N. Dokdzte, Ze stvoruholnik K LM N je tetivovy prdve
vtedy, ked priamka M N je dotyénicou kruznice opisanej trojuholniku AK L.

(Jaroslav Svréek)



Riesenie. Z rovnosti obvodového a tsekového uhla prislichajiceho k tetive AK kruz-
nice k vyplyva (obr.1) |[{KNA| = |{LKA| a podobne z rovnosti obvodového a tiseko-
vého uhla prislichajiceho k tetive AL kruznice [ vyplyva |{VLM| = |{LAM|, pri¢om
sme oznacili V nejaky bod polpriamky opac¢nej k polpriamke LK.

B

Obr. 1

Stvoruholnik KLM N je tetivovy prave vtedy, ked plati |[{ KNA| = |£V LM]| &ize
|{LKA| = |{LAM]|. Posledna rovnost ale plati prave vtedy, ked je LAM usekovym
uhlom prislichajicim k obvodovému uhlu LK A tetivy LA kruznice opisanej trojuhol-
niku AK L, teda prave vtedy, ked je priamka M N dotycnicou tejto kruznice.

Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

Iné riesSenie. VyrieSme ulohu najskoér za predpokladu, ze priamky KL a MN sa
rovnobezné. V takom pripade st zrejme oba trojuholniky AN K a M AL rovnoramenné,
pretoze osi stran AN, resp. M A prechadzaji prislusnym vrcholom K, resp. L (¢ize
bodom dotyku dotyénice rovnobeznej s tetivou AN, resp. M A kruznice k, resp. [). Teda
|LA| = |[LM|a |KN| = |KA]|. Pritom $tvoruholnik K LM N je tetivovy prave vtedy, ked
je to rovnoramenny lichobeznik, t.j. |[LM| = |KN|. To podla predchadzajucej dvojice
rovnosti nastane prave vtedy, ked je trojuholnik K LA rovnoramenny, ¢ize prave vtedy,
ked M N je doty¢nicou kruZnice opisanej tomuto trojuholniku vedenou vrcholom A.
(Vzhladom na to, Ze potom st trojuholniky ANK a M AL zhodné, uvedena situacia
nastane prave vtedy, ked st kruznice k a [ zhodné.)

Predpokladajme dalej, ze priamky M N a KL st roznobezné, a oznac¢me V ich
priesecnik (obr.2). Pouzitim mocnosti bodu V' ku kruzniciam k a [ dostaneme

VK> = |VA| - |[VN] a VL] = |VM|-|VA|



Obr. 2

Vynasobenim oboch vztahov dostaneme

VK- [VL]* = [VN|- [VA* - [VM]|. (1)

Stvoruholnik KLMN je ale tetivovy prave vtedy, ked plati (pozri navodni tilohu N1)

\VK|-|VL|=|VN|-|VM]|

¢ize — s prihliadnutim na (1) — prave vtedy, ked plati

[VK|-|VL| =|VA]

Posledna rovnost ale plati prave vtedy, ked priamka M N (prechadzajica bodom A) je
dotyc¢nicou kruznice opisanej trojuholniku AK L. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

Zopakujte si najskoér ucebnicové poznatky o obvodovom, stredovom a tisekovom uhle
i s ich dokazmi. Pripomeiite si taktiez vlastnost vSetkych se¢nic danej kruznice iducich
danych bodom, ktora je vyjadrend mocnostou bodu ku kruznici.

Priamky KL a M N sa pretinaja v bode V', ktory lezi bud vnitri, alebo mimo oboch
usecCiek KL a M N. Dokazte, ze body K, L, M, N lezia na jednej kruznici prave vtedy,
ked plati |[VK|-|VL| = |VM]|-|VN|. [Uvdzte mocnost bodu V' ku kruznici opisanej
trojuholniku K LM a postdte, kedy druhy prieseénik N’ tejto kruznice s priamkou
V' M splyva s bodom N.]

V rovine je dand priamka p a body A, B (A # B), ktoré lezia v tej istej polrovine
vytatej priamkou p. Zostrojte kruznicu, ktord prechddza bodmi A, B a dotyka sa
priamky p. [Uvazujte priamku g, na ktorej lezia body A, B, a vyuzite mocnost jej
priese¢nika s p k hladanej kruznici.]

V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABC D s dlhSou zakladiiou AB a pravym uhlom
pri vrchole A. KruZnica k1 zostrojenad nad stranou AD ako priemerom a kruznica ks,
ktora prechéddza vrcholmi B a C' a dotyka sa priamky AB, maja vonkajsi dotyk v bode
P. Dokéazte, ze uhly CPD a ABC st zhodné. [52-B-1-5]
V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABC D s dlhSou zékladniou AB a pravym uhlom
pri vrchole A. Ozna¢me k; kruznicu zostrojent nad stranou AD ako nad priemerom
a kg kruznicu prechadzajicu vrcholmi B, C' a dotykajicu sa priamky AB. Ak maja
kruznice k1, k2 vonkajsi dotyk v bode P, je priamka BC dotycnicou kruznice opisanej
trojuholniku CDP. Dokéazte. [62-B-1I-4]
Nech L je lubovolny vnutorny bod kratsieho obluka C'D kruZnice opisanej Stvorcu
ABCD. Ozna¢me K prieseCnik priamok AL a C'D, M priesecnik priamok AD a CL
a N priesecnik priamok MK a BC'. Dokéazte, ze body B, L, M, N lezia na jednej
kruznici. [63—-A-III-5]



4. Majme 6n Zetonov aZ na farbu zhodnych, po troch z kazZdej z 2n farieb. Pre kaZdé
prirodzen€ c¢islon > 1 urcte pocet p,, vsetkiych takych rozdeleni 6n Zetonov na dve kopky
po 3n Zetonoch, Ze Ziadne tri Zetony rovnakej farby nie su v rovnakej kopke. Dokdzte, Ze
Pn je nepdrne &islo prdave vtedy, ked n = 2% pre vhodné prirodzené k. (Jaromir Simsa)

RieSenie. Ziadne tri Zetény tej istej farby nelezia na jednej kopke, teda na kazdej
kopke lezi aspon jeden zZetén zvolenej farby. Kazdé vyhovujice rozdelenie zeténov na
kopky je potom charakterizované tym, na ktorej z nich lezi prave jeden z troch zeténov
jednotlivych farieb.

Predpokladajme, Ze v jednej z kdpok je prave [ farieb zastipenych jednym zZeténom
a zvy$nych 2n — [ farieb dvoma. Jednoduchym vypoétom [ + 2(2n — 1) = 3n zistime, ze
to je mozné len pri [ = n. Preto je skimany pocet p,, rovny poctu rozdeleni 2n zeténov
navzajom roznych farieb na dve (neusporiadané) skupiny po n Zeténoch, teda

_1/2n\  (2n)!  2n-(2n-1)!  [(2n—1 (1)
Pr=79\n S 2(nh2 2n-(n—1)!n! n )
Nasou tlohou je dokazat, Ze posledné kombinac¢né ¢islo je neparne prave vtedy, ked
je ¢islo n mocnina dvoch. Tento poznatok (a vlastne i metédu jeho dokazu) je mozné

vypozorovat z dobre znamej schémy vsetkych kombina¢nych ¢isel v podobe Pascalovho
trojuholnika:

1
1 Q)
10 1
11 M 1]
1 00 01
11011
1 010101
(1 11 1M1 1 1]
1 0000O0O0TO01
1 1000®O0011
1 010000O0T1O0°1
11110001111
1000100010001
11 00110®11001°1
1 0101010101010 1
[T 1 11111 1M111 111 1]

V nasej schéme nie st samotné kombinac¢né ¢isla, ale ich zvysky 0 alebo 1 po deleni
dvoma. Pre ich uréenie nie je nutné kombinac¢né ¢isla vobec pocitat, pretoze z rekurent-
nych vzorcov

(0)=() =1« ()=(0)+ (") nsisnn @

mozeme postupne po jednotlivych riadkoch namiesto kombina¢nych ¢isel priamo pisat

ich zvysky pri deleni akymkolvek pevnym ¢islom, v nasom pripade ¢islom 2.
V&imnime si, ¢o naa schéma napoveda. Niektoré riadky (vyznadené obdlznickami)

su zostavené zo samych jednotiek. Vdaka rekurentnym vzorcom (2) pod kazdym takym

6



riadkom zrejme vznikne trojuholnik zostaveny zo samych nal (tri také trojuholniky sa
vyznacené sivou farbou) olemovany zlava aj sprava samymi jednotkami; bezprostredne
pod nim opit lezi riadok zo samych jednotiek. Pretoze zvysky vSetkych sktimanych
Cisel (2"7:1) (v naSej schéme vyznacenych kruzkami) lezia v opisanych obdlzni¢koch
alebo trojuholnikoch, bude také kombinac¢né ¢islo nepéarne prave vtedy, ked bude mat
poziciu v niektorom obdlzni¢ku.

Nase pozorovanie teraz opiSeme presnejsie a priamo ho overime matematickou
indukciou.

Riadky zo samgjch jednotiek su prdave riadky s kombinacnymi cislami (”;1) (0
<i<n-—1), kde n je tvaru n = 2~.

Tvrdenie trividlne plati pre k = 1. Predpokladajme teda, Ze plati pre nejaké k = 1,
a ozna¢me P, prvych n = 2* riadkov schémy. Dalsich n riadkov si mézeme predstavit
ako tri rovnostranné trojuholniky ¢éisel: prvy a treti s n riadkami st rovnakej velkosti
ako P,, medzi nimi je potom (n — 1)-riadkovy trojuholnik (vrcholom nadol), ktory je
vdaka jednotkdam v zdkladni trojuholnika P, a rekurentnym vzorcom (2) zostaveny zo
samych nil. Preto maja prvy a treti trojuholnik jednotky nielen v hornych vrcholoch
a na stranach leziacich na hranici celej schémy, ale i na stranach, ktorymi priliehaja
k druhému trojuholniku, teda na zaciatku i na konci kazdého zo svojich n riadkov.
Vyplyva to opit zo vzorcov (2), ktoré potom vedi k dalsiemu, pre nas hlavnému zaveru:
Prvy a treti trojuholnik st totozné s trojuholnikom P,,. MdZzeme teda zhrnut, Ze kazdy
z n — 1 pridanych riadkov obsahuje aspon jednu nulu, ale n-ty riadok (zlozeny z dvoch
n-tych riadkov trojuholnika P, ) obsahuje samé jednotky. Tvrdenie teda plati i pre 2n =
= 2. 2F = 2%+ rjadkov Pascalovho trojuholnika modulo 2, t.j. i pre ¢&islo k + 1.

Vzhladom na to, Ze skimané ¢islo p,, = (2”n_1) = (2:__11) lezi vzdy v strede parneho
riadku Pascalovho trojuholnika, je zrejmé, ze lezi bud v niektorom obdlznicku, alebo
v niektorom sivom trojuholniku, ktoré sa postupne striedaji. Cislo p, je teda naozaj
neparne prave vtedy, ked n je mocnina dvoch.

A

Iné riesenie. Pocet p,, opisanych rozdeleni Zeténov uréime rovnako ako v prvom rieseni
vzorcom

ktory dalej upravime na tvar

2.4....-(2n—2)(2n)_ o1 )
2(n!)? =1-3-...-(2n—1)- _

pn=1-3-...-(2n—1)-

n—1

=1-3-...-2n—1)-

n!
Pre najvy$siu mocninu 2%, ktora deli n!, plati (pozri ndvodni tlohu N1)

G FIRAF-IRSS g bl

kde 2™ < n < 2™+l a || oznacuje dolni celi ¢ast ¢isla x, teda najviicsie celé ¢islo,

.....

1
a§ﬁ+£+...—|—ﬁ:n<1——>:n—ign—l.

Z vyjadrenia (3) teda vidime, ze ¢islo p,, je neparne prave vtedy, ked a = n—1 ¢ize
n je tvaru 2™.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Odvodte tzv. Legendreovu formulu: Najvyssia mocnina prvodisla p, ktord deli n!, ma

stupen rovny suctu
PR
p p? PPl

[Uvézte, ze prvy séitanec je rovny poctu tych ¢isel od 1 do n, ktoré su delitelné ¢islom p,
druhy séitanec je rovny poétu takych ¢&isel, ktoré st delitelné nielen p, ale i p? atd.
Do daného suc¢tu preto kazdé z ¢isel od 1 do n prispeje prave tolkokrat, kolkokrat je
prvodislo p zastipené v jeho rozklade na prvodinitele.]

N2. Zistite, kolkymi nulami koné¢i zapis ¢isla 2010!. [501]

D1. O tom, ¢& zadané kombinaéné é&islo (), kde 0 < k < n, je parne alebo neparne, sa da
jednoducho rozhodniat pomocou ¢&islic ¢;, d; z bindrnych zapisov parametrov n a k:

TLICQ+6121+C222+0323+..., k=d0+d121+d222+d323+...

Pomocou Legendreovej formuly dokazte nasledovné kritérium: cislo (Z) je neparne
prave vtedy, ked pre kazdy index i = 0 plati ¢; = d;. Potom odvodte jeho dva désledky:
a) Vsetky kombinacné ¢isla (Z) sdanym n a k € {0,... ,n} st neparne prave vtedy,
ked je ¢islo n + 1 mocninou déisla 2.
b) Pocet tych kombinaénych ¢isel () s danym n a k € {0,... ,n}, ktoré st neparne,
je mocninou ¢isla 2 pre kazdé n.
[Podla Legendreovej formuly je ¢islo (Z) neparne prave vtedy, ked vo vSetkych vse-
obecne platnych nerovnostiach

5= [z -[75] zo wen

nastane rovnost. Po dosadeni binarnych zapisov do tychto rovnosti dostaneme po
uprave ekvivalentnu sustavu

_ —di1)2+... i1 —di1)2'!
L(CO do) + (c1 —d1) 7; + (i1 —di-1) J:O (i EN).

T4 je zrejme splnend prave vtedy, ked je stcet
(Co — do) + (01 — d1)2 + ...+ (Ci — di)Qi

nezdporny pre kazdé i = 0, teda prave vtedy, ked sa cely vypocet rozdielu n — k
v dvojkovej stuistave odohra v jednotlivych radoch samostatne. Dalej uvazte, ze takto
prebehne odcitanie n — k pre kazdé k prave vtedy, ked je ¢islo n zapisané skupinou
jednotiek. Pri vSseobecnom n je pocet rozdielov n — k s takym priebehom vypoctu
zrejme rovny 27, kde j je pocet jednotiek v zapise ¢isla n.]

5. Na kaZdej stene kocky je napisané prdve jedno celé cislo. V jednom kroku zvolime
lubovolné dve susedné steny kocky a ¢isla na nich napisané zvicésime o 1. Uréte nutni
a postacujucu podmienku pre ocislovanie stien kocky ma zaciatku, aby po konecnom
pocéte vhodnych krokov mohli byt na vietkych stendch kocky rovnaké cisla.

(Peter Novotny)

Riesenie. V kazdom kroku sa sucet vSetkych cisel na stenach kocky zviacsi o 2, jeho
parita sa teda nezmeni. Ak s na vSetkych stenach kocky rovnaké cisla, je ich sucet
nasobkom Siestich, a je teda delitelny dvoma. Nutnou podmienkou pre to, aby sme
tento stav dosiahli, teda je, aby i na zaciatku bol stucet vsetkych cisel na stenach kocky
delitelny dvoma.



Tato podmienka je stiCasne aj postacujuca. Predpokladajme, ze sucet vsSetkych
Siestich celych ¢isel na stenach kocky je na zaciatku delitelny dvoma. Ukéazeme, ako po
urcitom pocte krokov dosiahneme, aby na vsSetkych stenach kocky boli rovnaké cisla.

Oznacme steny kocky S, 59,..., S5, pricom stena S; je oproti stene Sg, stena So
oproti S5 a S3 oproti Sy. (Podobne s ocislované i steny beznej hracej kocky: sucet
bodov na protilahlych stendch dava 7.) Krok, v ktorom zvic¢sime ¢isla na stendch S;,
S;, oznacime k;;. A pretoze nas zaujima len relativna hodnota ocislovania stien, t.].
¢ a o kolko sa lisia od najmensej hodnoty zo vSetkych Siestich ¢isel, budeme dalej
pracovat len s tymito relativiymi hodnotami (¢o buda nezaporné celé ¢isla s najmensou
hodnotou 0).

Postupnostou krokov ki, kos, kss, ks, ka1 zabezpedime, Ze sa Cislo na kazdej
stene okrem steny Sg zvic$i o 2, ¢o vzhladom na na$ dohovor vlastne znamena, ze
sme (relativnu) hodnotu ¢isla na stene Sg 0 2 zmensili. Podobnym spésobom mozeme
0 2 ,zmensit“ ¢islo na Iubovolnej stene kocky. Je teda zrejmé, Ze opisanym spdsobom
dosiahneme, Ze (relativne) hodnoty ¢isel na stenach budid len 0 alebo 1; nula medzi
nimi musi byt aspoi jedna (podla vyznamu relativnych hodnot). Teraz uz staci vysSetrit
nasledovné moznosti (pripomerime, ze sucet vSetkych Siestich ¢isel je parny):

a) Na stenach kocky st samé nuly; tvrdenie potom plati trividlne.

b) Na stenach kocky st prave dve 1 (na zvys$nych stendch 0). Bez ohladu na to, ¢i sa
obe jednotky na susednych alebo protilahlych stenéch, vzdy moézeme rozdelit Styri
steny s nulami na dve dvojice susednych stien a v dvoch krokoch zvicésit ich éisla
ol.

c) Na stenéch kocky st prave styri 1 (na zvysnych dvoch stenédch st 0). Tento pripad
vyrieSime tak, Ze najprv znizime (spdsobom opisanym vyssie) hodnotu kazdej
steny s jednotkou o dve, ¢im (v relativnych hodnotéch) dostaneme presne situaciu
opisant v b).

Zdver. Dosiahnut, aby po koneénom pocte krokov boli na vSetkych stenach kocky
napisané rovnaké ¢isla, je mozné prave vtedy, ked je sucet ¢isel na vSetkych Siestich
stenach kocky delitelny dvoma.

Pozndmka. Cast c) predchadzajiceho rieSenia je mozné vyriesit i takto: Ak st
obe 0 na susednych stendch, mozeme ich jedinym krokom zvicsit na 1. Ak st obe 0 na
protilahlych stenéch (bez ujmy na vSeobecnosti nech s to napriklad S; a Sg), pomocou
krokov ki2, k3¢, k15, k4 dosiahneme, ze na kazdej stene kocky bude napisané cislo 2.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Na kazdej stene kocky je napisané prave jedno cislo, pricom vsetky ¢isla nie st rovnaké.
V jednom kroku ¢isla na kazdej stene kocky nahradime aritmetickym priemerom d¢isel
na vSetkych $tyroch susednych stenach. Rozhodnite, ¢i po niekolkych krokoch mézu
byt na stenach kocky opét povodné ¢&isla. [Nie. Oznaéme M najvicsie z Cisel. Ak M
po prvom kroku zo stien zmizne, uz sa na nich nikdy neobjavi. Ak nezmizne, bude po
prvom kroku na prave dvoch stendch a zmizne po druhom kroku.]

N2. Na tabuli st napisané celé nezaporné cisla od 0 do 1234. Uvazujme nasledovnu
operéciu: Zmazeme lubovolné dve &isla a namiesto nich napiSeme na tabulu ich rozdiel
(od vécsieho ¢isla od¢itame mensie). Tato operaciu opakujeme, kym na tabuli neostane
posledné ¢islo. Moze na tabuli ostat ¢islo 27 [Nie. Uvedenou operéciou sa nemeni parita
suctu vsetkych ¢isel napisanych na tabuli a tento sticet je v naSom pripade nepéarny.]

N3. Na tabuli st napisané vsetky prirodzené ¢isla od 1 do 100. Uvazujme nasledovnu
operaciu: Zmazeme Tubovolné dve ¢isla a namiesto nich napiSeme na tabulu ich stdet.
Tuato operaciu opakujeme, kym na tabuli neostanti posledné tri ¢isla. Mézeme tymto
sposobom nakoniec ziskat tri po sebe iduce ¢isla? [Sucet troch po sebe iducich &isel je
delitelny tromi, ale nemeniaci sa stucet vSetkych ¢isel na tabuli delitelny tromi nie je.]

9



N4. Na stole je n pohéarov, vSetky st postavené dnom nahor. V jednom kroku mézeme otocit
lubovoInych k pohérov naopak (k je dané, nemenné). Je mozné, aby po koneénom pocte
krokov bolo vSetkych n poharov postavenych dnom nadol? Rieste najprv pre n = 9
ak=05 potompren=9ak=4.[Pren=9ak=2>5 to zrejme mozné je. Pre n =9
a k = 4 to mozné nie je, pretoze vseobecnejsie plati: pri parnom k a lubovolnom n sa
nemeni parita poétu pohérov postavenych dnom nahor (t.j. tento pocet je bud stéle
parny alebo stdle nepéarny).]

N5. Je danych n (n 2 2) prirodzenych ¢&isel, s ktorymi méZeme vykonat nasledovnu
operéciu: vyberieme niekolko z nich, ale nie vSetky, a nahradime ich ich aritmetickym
priemerom. Zistite, ¢i je mozné pre Tubovolnu zaciato¢ni n-ticu dostat po kone¢nom
pocte krokov vSetky ¢isla rovnaké, ak n je a) 2000, b) 35, c¢) 3, d) 17. [61-B-1-4]

6. Dokazte, zZe v kaZdom trojuholniku ABC' s ostrym uhlom pri vrchole C' (pri zvyéajnom
oznaceni dlzok strdn a velkosti vnitorngjch uhlov) plati nerovnost

(a® + b?) cos(a — B) < 2ab.

Zistite, kedy nastane rovnost. (Jaromir Sims3a)
Riesenie.

Ak a =, je a = f3, takze cos(a — ) = 1 a dokazovana nerovnost plati ako rovnost
a? + a? = 2a? (dodajme, ze bez ohladu na to, ¢i

je uhol v ostry alebo nie). Kedze dokazovana nerov-
nost je symetricka v a, b (kosinus je parna funkcia),
mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze
a > b ¢ize a > f3.

Kedze o« > [, mozeme uhol BAC velkosti a
rozdelit pomocou bodu D € BC na dva uhly CAD
a DAB velkosti 8, a a —  (obr.3). Trojuholnik
DAC je potom zmensenim trojuholnika ABC' s ko-
eficientom podobnosti k = b : a, takze |AD| = bc/a Obr. 3
a |DC| = b?/a; odtial |BD| = |BC| — |DC| = (a?® — b?)/a.

Vyjadrenia |AD|, |BD| dosadime do rovnosti z kosinusovej vety pre trojuholnik
ABD a upravime:

|BD|?* = |ABJ* + |AD|* — 2|AB| - |AD| cos(a — f3),
(a2 = bv%)% 5 b2 2bc? cos(a — B)
et T,
(> —b*)?>=§-c*, kde &=a®+b*>—2abcos(a— ) > 0. (1)

Y

(Posledna nerovnost vyplyva z toho, Ze pre a # [ je cos(a — ) < 1.) Vztah (1) spolu
s rovnostou ¢? = a? + b? — 2ab cos v teraz vyuzijeme na tpravu rozdielu A pravej a lavej
strany dokazovanej nerovnosti, ktory navyse eSte vynasobime vyrazom 2ab:

2abA = 2ab(2ab — (a® + b*) cos(a — B)) = 4a*b” — (a* + b*) - 2abcos(a — B) =
= 4a*b® — (a® + b?)(a® + b? — 8) = 6(a® + b?) — (a® — 1b*)? =
=6(a®>+b%)—6-c2=6(a®+b*—c*) =5-2abcosn.

Po vydeleni vyrazom 2ab dostavame vztah A = § cos~, takze vzhladom na 6 > 0 mé
vyraz A rovnaké znamienko ako cos<y (zopakujme, ze za predpokladu a # (). Odtial
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vyplyva, ze v pripade, ked v < 90° a a # (3, plati nerovnost zo zadania tlohy ako ostrd.
Tym je tloha vyrieSena a odpoved na jej zaverecnu otdzku znie: v dokézanej nerovnosti
(v zadanej situécii, t.j. pri ostrom uhle 7) nastane rovnost prave vtedy, ked a = b.

Poznamka 1. Odvodeny vztah A = § cosy sa bez pomocnych oznaceni prepise ako
identita
2ab — (a® + b*) cos(a — B) = (a® + b* — 2abcos(a — B)) cos A, (2)
ktora plati pre lubovolny trojuholnik ABC (k n&d$mu odvodeniu staci pridat trividlne
overenie rovnosti (2) v pripade a = b). Vysledok (2) umoziiuje Tahko urobif diskusiu
o jednotlivych pripadoch relacie

(a® + b?) cos(a — B) = 2ab,
lebo prvy ¢initel na pravej strane (2) je vzdy nezaporny:
a4+ b — 2abcos(a — ) 2 a® +b% —2ab = (a— b)2 >0.

Rel4cia dopadé takto: rovnost nastane prave vtedy, ked a = b alebo v = 90°; v pripade
a # b potom plati ostra nerovnost < alebo > podla toho, ¢i je v < 90° alebo v > 90°.

Iné riesenie. Povodné riesenie je celé zalozené na vztahu (1), preto jeho odlisné
odvodenie teraz uvedieme ako ,,iné rieenie“. Tvar kladného vyrazu § v (1) je motivaciou
k ivahe o pomocnom trojuholniku, ktorého dve strany maja dlzky a, b a zvieraji uhol
velkosti o — (3 (opit predpokladédme, 7e a > b). Nas zaujima dizka jeho tretej strany,
ktort oznac¢ime d, takze pre vyraz § vo vztahu (1), ktory sa chystdme dokazat, budeme
mat 6 = d?. Ukdzme, Ze taky trojuholnik so stranami a, b, d je — okrem povodného
trojuholnika so stranami a, b, ¢ — druhym rieSenim tlohy zostrojit trojuholnik ABC,
ak st dané€ strany a, b a uhol B. Konstrukciu oboch rieseni A;BC a A3;BC vidime
na obr. 4. Stcet uhlov pri vrcholoch A; a Ay (vyznacenych oblucikmi) je zrejme 180°.
V jednom z trojuholnikov je to uhol «, v druhom teda uhol 180° — «, takze uhol pri
vrchole C' druhého trojuholnika je préave a — (3, ako sme si Zelali. (V pripade a = 90°
sice plati A1 = As, ale na celej nasej tivahe netreba ni¢ menif: v takom pripade totiz
a—fB=7vac=d) Usetky A;B, A3B teda maju (v niektorom poradi) dizky c a d.
Z mocnosti bodu B k zostrojenej kruznici so stredom C' a polomerom b vyplyva rovnost

cd = a® — b, (3)

z ktorej po umocneni na druhtt dostavame c?d? = (a? — b?)2. A to je kltucovy vzfah (1)
z povodného riesenia, lebo, ako uz sme naznacili, podla kosinusovej vety plati

d*> = a® 4+ b* — 2abcos(a — ). (4)

Obr. 4
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Pozndmka 2. V povodnom rieseni sme zo vztahu (1) odvodili identitu zapisani
v Pozndmke 1 ako (2). Prave uvedeny alternativny dokaz (1) s vyuzitim konStrukéne;
ulohy (a, b, f) ma zaujimavy dosledok: vdaka ,rovnopravnosti“ oboch rieseni z obr. 4
musi platit aj identita

2ab — (a® + b*) cosy = ¢? cos(a — B), (5)

ziskana z (2) vymenou uloh trojuholnikov s trojicami stran (a, b, c) a (a, b, d) a uvedena
v dopliujucej tlohe D1; v jej ndvode naznacujeme odlisné trigonometrické odvodenie.

Iné riesenie. Pomocny trojuholnik so stranami a, b (a > b) zvierajucimi uhol a — 8
a tretou stranou d danou vztahom (4) moézeme vyuzif na rieSenie tlohy i bez objavu
,mocnostovej“ rovnosti (3) nasledovnym postupom, ktory méze byt blizky riesitelom,
a preto ho opisujeme i v ndvodnej tlohe N1.

Uvedeny trojuholnik je mozné k trojuholniku ABC vhodne prikreslif dvoma
sposobmi, ktoré vidime na obr.5. Vlavo je to trojuholnik BC'D (ten pozndme uZ
z predchadzajuceho rieSenia), vpravo to je trojuholnik BCE; Tahko potom overime,

Obr. 5

Ze oba vyznacené uhly BC'D a CBE maji pozadovanu velkost a — 3. (Oba obrazky
zodpovedaju pripadu a < 90°, v iplnom rieSeni by nemal chybat obrazok pre pripad
a = 90°, ktory tu posudzovat nebudeme, pretoze dalsi postup vyzaduje len mala
obmenu.) Pomocou dlzky d zo vztahu (4) teraz upravime dokazovant (ostrt1) nerovnost:

(a® + b*) cos(a — B) < 2ab,
(a® 4+ b%) - 2abcos(a — B) < 4a*b?,
(a® +b*)(a® + b* — d?) < 4a*b?,
(a® = b*)? < (a® 4 b?)d>. (6)

Nakoniec vyuzijeme Pytagorovu vetu pre dvojice pravouhlych trojuholnikov z obr. 5;
v oboch variantoch (ako s trojuholnikom BC D, tak s trojuholnikom BCE) potom plati

> =(d+x)*+v* a b =247

takze a? — > = d? + 2dz = d(d + 2z). Po dosadeni do Tavej strany nerovnosti (6)
a skrateni vyrazom d? dostaneme ekvivalentnt nerovnost

(d+2x)? < a®>+b* &ize 2 <a®+0b,
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ktord (vdaka kosinusovej vete) presne vyjadruje podmienku v < 90° zo zadania tlohy.
Tym je celé jej riesenie hotové, pretoze v pripade a = b zrejme v dokazovanej nerovnosti
nastane rovnost.

Iné riesSenie. Este jednym sposobom za predpokladov v < 90° a a > b (¢ize a > J3)
dokézeme ostri nerovnost
(a® + b*) cos(a — B) < 2ab.
Najprv ju ekvivalentne upravime, ked polozime ¢ = 1(a — 3) > 0 a vyuZzijeme vzorec
cos2p=1— 2 sin? p:
(a® + b*)(1 — 2sin® ) < 2ab,
(a —b)? < 2(a® + b?) sin? ,

—b\2
2-<a_ ) <a®+ b
2sinp

To je (podla sinusovej vety) nerovnost 2r? < a? + b pre polomer 7 kruznice opisanej
Iubovolnému trojuholniku so stranou a — b a protilahlym vnatornym uhlom . Taky
trojuholnik dostaneme, ked ako na obr.6 stranu C'A trojuholnika ABC predlzime za

Obr. 6

bod A do bodu F tak, aby platilo |CF| = a (a > b). Potom mé trojuholnik ABF
stranu AF dlzky a — b s protilahlym uhlom ABF, ktorého velkost uré¢ime takto:
rovnoramenny trojuholnik BC'F mé pri zakladni BF zhodné uhly 90° — %fy = S(a+p),
takze

a+p
5 B=e.
Preto je polomer kruznice opisanej trojuholniku ABF naozaj rovny skimanej hod-
note r. Pre nu tak dostaneme z predpokladu v < 90° odhad
|AB]| c c c

|{ABF| = |{CBF| — |{CBA| =

= = < =
"7 2sin|{AFB|  2sin(90° — 1y) © 2sind5° 2
¢ize 2r? < c%; z toho istého predpokladu v < 90° vyplyva (podla kosinusovej vety

pre trojuholnik ABC) dalsia nerovnost ¢? < a? + b%. Dokopy dostavame 2r? < ¢? <
< a? 4+ b? a pozadovana nerovnost 212 < a? + b? je tak dokazana.
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Dodajme este, Ze v pripade v > 90° z rovnakych dévodov plati 2r? > ¢ > a? + b2,
¢o (za predpokladu a # b) dokazuje opa¢ni nerovnost

(a® 4+ b*) cos(a — B) > 2ab.

Iné riesenie. Uvedieme este jedno trigonometrické rieSenie. Pre Iubovolny trojuholnik
ABC plati totiz tzv. Mollweidov vzorec

a—b_sin%(a—ﬁ)

1 )
c oS 57

o ktorom pojednava navodna tloha N2 a z ktorého vyplyva nasledovné vyjadrenie
hodnoty cos(a — 3):

a—p3
2

cos(a — ) = 1 — 25sin?

Dosadenim do lavej strany dokazovanej nerovnosti dostaneme

(a® + b?) cos(a — B) < 2ab,

(a® +b°) (1 ~ 2(a — b)? cos? %7)

= < 2ab,

2(a® + b?)(a — b)? cos? 37

(CL - b)2 g 2

Vidime, Ze v pripade a = b nastane rovnost. V pripade a # b po vydeleni kladnym
vyrazom (a — b)? a dalSej zrejmej ekvivalentnej tiprave dostaneme

c < 2(a® + b?) cos? %

Ak sem dosadime z rovnosti

A =a?+b*—2abcosy a 2cos> % =1+ cos~,

dostaneme po odéitani suétu a? + b% od oboch stran nerovnost
—2abcosy < (a® 4+ b*)cosy ¢ize 0 < (a+b)?cosy,

¢o vdaka zadanému predpokladu v < 90° naozaj plati ako ostrd nerovnost. Tym je
nerovnost zo zadania tlohy dokézand; rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b.
(Aj pri tomto postupe je mozné odvodit vSeobecnejsie zavery uvedené v Poznamke 1
za prvym rieSenim.)
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NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Najprv uvazte, ako k danému trojuholniku ABC, v ktorom plati a > b a v < 90°,
vhodne prikreslit trojuholnik s dvoma stranami a, b, ktoré by zvierali uhol o — .
Oznaéte d dizku tretej strany takého trojuholnika a ukazte, ze nerovnost zo zadania
sttaznej ulohy je ekvivalentné s nerovnostou (a? — b2)2 < (a2 + b2)2d?%. Tt potom do-
kazte tak, ze do lavej strany dosadite vyjadrenie prepon a, b vo vhodnych pravouhlych
trojuholnikoch pomocou Pytagorovej vety. [Cely postup je podrobne opisany v tretom
rieSeni sttaznej tlohy.]

Pre vSeobecny trojuholnik ABC dokéazte tzv. Mollweidov vzorec

a—b sin%(a—ﬂ)

1
c cos 57

s pomocou ktorého je mozné vyriesit zadant stfazni tlohu. [Mollweidov vzorec je
trividlny v pripade a = b; v pripade a > b pouZite sinusova vetu pre trojuholnik ABF,
kde F je ten bod leziaci na predizeni strany C' A za bod A, pre ktory plati |AF| = a— b;
pripad a < b sa da previest na predchadzajici zdmenou stran a a b. RieSenie stutaznej
tlohy pomocou Mollweidovho vzorca je v naSom texte uvedené ako posledné.]

Pre vSeobecny trojuholnik ABC' dokazte rovnost

2ab — (a? + b?) cosy = % cos(a — B).

[S vyuzitim rovnosti a? + b2 = c? + 2abcos~y sa da dokazovany vzorec upravit na

tvar 2absin? vy = c? (cos(a — B) + cos 7). Ukézte dalej, Ze plati cos(a — 8) + cosvy =

= 2sinasin 3, a potom vyuzite, e rovnost absin?y = ¢?

sinusovej vety.]
Pre v8eobecny trojuholnik ABC' dokézte druhy Mollweidov vzorec

sinasin 8 je doésledkom

a+b cos%(a—ﬁ)
c sin%'y ’

ktory spolu s prvym Mollweidovym vzorcom z tlohy N2 vedie k rovnosti

a—b_tg%(a_ﬁ)
a-l—b_tg%(a—l—ﬂ)

oznacovanej spolu s dalsimi dvoma analogickymi rovnostami pre dvojice stran a, c a b,
¢ ako tangensova veta pre trojuholnik ABC. [Pouzite sinusovi vetu pre trojuholnik
ABG, kde bod G lezi na predlzeni strany BC za bod C tak, ze |BG| = a + b. Pre
odvodenie tangensovej vety porovnajte podiel lavych a podiel pravych stran oboch
Mollweidovych vzorcov a k tomu uvazte, Ze tg %(a + B) = cotg %’y]
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