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60. roénik MO Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. Urcte vsetky redlne cisla c, ktoré mozno s oboma korenimi kvadratickej rovnice
)
z? + 53@ +c=0

usporiadat do trojclennej aritmetickej postupnosti.  (Pavel Caldbek, Jaroslav Svréek)

RiesSenie. Predpokladajme, Ze ¢islo ¢ ma pozadovanu vlastnost. Diferenciu prislusnej
aritmetickej postupnosti ozna¢me d. Rozoberieme dva pripady podla toho, ¢i ¢islo ¢ lezi
medzi korenmi x; a xo danej kvadratickej rovnice, alebo nie.

a) Ak je ¢ prostrednym ¢lenom predpokladanej aritmetickej postupnosti, plati z; =

= c—d a w9 = ¢+ d. Pre stcet korenov tak podla Vietovych vztahov dostavame —g =
= x1 + 29 = 2¢, odkial ¢ = —%. Navyse pre zaporné c je diskriminant danej rovnice
kladny, takze ma dva reélne korene. (Pre ¢ = —g ma dané rovnica korene 1o = —g +

£2V5)

b) Ak je koeficient ¢ krajnym ¢lenom predpokladanej aritmetickej postupnosti,
oznac¢me korene danej rovnice tak, aby platilo 1 = ¢+ d, 9 = ¢ + 2d. Pre ich stcet
teraz vychéadza —g = x1+ x93 = 2¢+ 3d. Ak z toho vyjadrime d = —% — %c a dosadime
do vztahov z1 = ¢+ d a x5 = ¢ + 2d, dostaneme z1 = §(2c — 5), 3 = —3(c +5). Po
dosadeni oboch vyrazov do Vietovho vztahu z125 = ¢ obdrzime po tprave kvadraticki
rovnicu 2¢? + 23¢ — 25 = 0, ktord m4 korene 1 a —22. (Podmienku na diskriminant
tentoraz overovat nemusime, lebo uvedenym postupom méme zarucené, ze realne ¢isla
x1,2 zodpovedajuce obom nijdenym hodnotam c spliiajii oba Vietove vztfahy, takZe st
naozaj korenmi prislusnej rovnice. Pre ¢ = 1 ma dané kvadraticka rovnica korene x; =

25

= —%, Tr9 = —2; pre ¢ = —%’> ma rovnica korene 11 = —5, r2 = %)

Zdver. Ulohe vyhovujt redlne &sla ¢ z mnoziny {—22; —2;1}.
Za uplné vyriesenie ulohy dajte 6 bodov. Za najdenie kazdého z troch rieseni ulohy dajte po 2 body.

Body pritom nestrhavajte, ak stufaziaci neurci pre néjdené hodnoty koeficientu ¢ korene prislusnej
kvadratickej rovnice, lebo to tloha nevyzaduje.

2. Nech P, QQ, R su body prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC, pre ktoré plati
|AP| = |PQ| = |QR| = |RB| = Y|AB|. Dokdste, e priesecnik M kruinic opisanych
trojuholnikom APC o BRC, ktory je rozny od bodu C, je totoZny so stredom S
usecky CQ. (Peter Novotny)

RieSenie. Ozna¢me M’ stred tsecky C@Q (obr.1l). Kedze PM’' a RM’ st stredné
priecky trojuholnikov AQC a BQC, ktoré st podla Téalesovej vety rovnoramenné so
zékladiiami AC' a BC, st $tvoruholniky CAPM’ a C BRM’ rovnoramenné lichobezniky
a im opisané kruznice, ktoré sa pretinaju v bodoch C' a M’ st zaroven aj opisanymi
kruznicami uvazovanych trojuholnikov APC a BRC. Takze M = M’ a tvrdenie tlohy
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je tym dokazané.

Obr. 1

Iné rieSenie. Ozna¢me c dizku prepony AB daného pravouhlého trojuholnika ABC.
Kruznice opisané trojuholnikom APC a BRC ozna¢me postupne k, [ (obr. 2). Vzhladom
na to, ze |QP| - |QA| = |QR| - |QB| = %c- %c, mé stred ) prepony AB rovnakt mocnost
m = ic- %c k obom kruzniciam k aj [, a lezi preto na ich chordéle C' M. Navyse podla
Talesovej vety plati |QC| = |QA| = %c. Z rovnosti |QM]| - |QC| = m tak vyplyva
QM| = ic = %|QC’|, takze M je stredom tusecky C'Q.
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Za Gplné vyrieSenie ulohy dajte 6 bodov. Za ¢iasto¢né pozorovania, ktoré vedu k rieseniu ulohy, dajte
najviac 3 body.

3. Dokdzte, Ze pre lubovolné dve rozne prvocisla p, q vicsie ako 2 plati nerovnost
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(Jaromir Simsa)
RiesSenie. KedZze p, ¢ st rézne nepdrne prvodcisla, plati [p — q| = 2. Pre lava stranu
danej nerovnosti teda mame
P =
pq
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Aby sme dokézali pozadovani nerovnost
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sta¢i dokézat nerovnost p + g > 2,/pq. To je vSak nerovnost, ktord je trividlnym
dosledkom nerovnosti (,/p — /q)® > 0, ktora plati pre Iubovolné dve rozne kladné
¢isla p, q. Tym je dand nerovnost dokézana.

Za uplné vyrieSenie ulohy dajte 6 bodov, z toho 1 bod za spravnu upravu vyrazu na lavej strane
nerovnosti, dalej 2 body za vyuZitie podmienky |p — q| = 2 a dalsie 3 body za dokonlenie dékazu
vyuzitim uvedenej ,ostrej“ nerovnosti ¢i pripadnej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom dvojice réznych kladnych cisel p, q.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢end pred Vianocami. Odportca sa odoslat ich najne-
skor 17. decembra 1. triedou.



