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59.ro¢nik MO Riesenia tloh desko-polsko-slovenského stretnutia

1. Urcte véetky trojice (a, b, c) kladnych redlnych cisel, ktoré si riesenim sustavy rovnic

avb—c=a,
by/c—a=b,

cva—b=c.

(Michal Takécs)

RieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze a = max{a,b,c}. Z prvej
rovnice sustavy dostaneme

c(Vb-1)<a(Vb—1)=¢,  cize b4
Podobne mame z druhej rovnice stistavy
b(vVe—1)=a2b, teda c > 4.
Pouzitim tychto nerovnosti spolu s tretou rovnicou dostaneme
4<cSe(vVe—1)Sc¢(Va—1)=b< 4,

odkial vyplyva a =b=c = 4.
Odpoved. Jedinym rieSenim sustavy je trojica (a,b,c) = (4,4,4).

2. Uvazujme lubovolngjch 60 bodov v kruhu s polomerom 1. Dokdzte, Ze na obvode kruhu
ezxistuje taky bod, Ze sucet jeho vzdialenosti od vsetkych 60 bodov nie je vicsi ako 80.
(Jaromir Simsa)

Riesenie. Do kruznice ohranic¢ujicej kruh vpisme rovnostranny trojuholnik PQR. Ak
dokazeme, 7e Iubovolny bod X nachéadzajici sa v kruhu spliia

|PX|+|QX| + [RX] = 4, (1)

tak s¢itanim nerovnosti (1) pre X = X, 1 < k < 60, dostaneme
60 60 60
S IPXe| + > 1QXk| + Y |RXk| £ 4-60 = 240.
k=1 k=1 k=1

Z toho vyplyva, Ze aspon jedna suma na lavej strane je mensia alebo rovné 240 : 3 = 80,
teda aspon jeden z bodov P, @), R mé pozadovani vlastnost.

Vzhladom na symetriu sta¢i (1) dokazat pre pripad, ked X lezi vo vyseku PSQ,
kde S je stred kruhu. Ukazeme, ze v takom pripade plati

[PX]+]|QX]| =2 (2)
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¢o spolu s trividlnou nerovnostou |[RX| < 2 déva (1).

Ozna¢me S’ stred kratsieho oblika PQ (obr.1). Stvoruholnik PS’QS je zrejme
kosostvorec, teda nerovnost (2) staci dokazat pre body X v odseku PS’Q (ohrani¢enom
useckou PQ a oblikom PS’'Q).

Ak a = |[LAXPQ|, B = |£XQP|, tak a+ 5 < 60° a zo sinusovej vety v trojuholniku
PQX méame

|PQ|(sina +sin ) \/§-2sino‘T+Bcos# B

PX|+ Qx| = LI _
|PX]+1QX] sin(a + ) 2sin 242 cos ©2
3 . COS ﬂ 3 . 1
—\/_ a+52 g\/_ =2, lebo a+5§300.
cos *3= \/75 2

Tym sme dokazali (2).

R

Obr. 2

Poznamka. V druhej Gasti rieSenia mozno postupovat aj takto: Pre Tubovolny bod X
v uvedenom odseku uvazujme taky bod @’ na polpriamke PX mimo tsecky PX, Ze
|IXQ'| = |XQ|. KedZe uhol QX Q' ma nanajvys 60°, mame [£XQQ'| = [4XQ'Q| =
2> 60°, takze Q' lezi v kruhu, ktory je obrazom zadaného kruhu v osovej stiimernosti
podla PQ (obr.2). Preto

|PX|+1XQ| = |PX|+|XQ'| = |PQ'| = 2.

Dalsou moznostou je pouzit fakt, ze vysek PSQ lezi v oblasti ohranic¢enej elipsou
s ohniskami P a @, ktora je mnozinou vsetkych bodov X spliiajicich [PX| + |XQ| <
S [PS'[+ Q5| = |PS| + QS| = 2.

! Pre tiplnost treba dodat, %e ak X lezi na tsecke PQ, t.j. trojuholnik PQX neexistuje a formalne
nemozeme pouzif sinusovi vetu, tak |[PX| + |QX| =3 < 2.
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3. Nech p je prvocislo. Dokdzte, Ze mozno zvolit p® policok na Sachovnici s rozmermi
p? x p? tak, Ze stredy Ziadnych styroch zvolenych policok nie si vrcholmi obdlZnika so
stranami rovnobeznymsi s okrajmi Sachovnice. (Bartlomiej Bzdega)

RiesSenie. Ozna¢me p? riadkov Sachovnice dvojicami (a, b), pricom a,b € {0,1,... ,p—
— 1}. Kazdy riadok tak bude oznaceny inou dvojicou?. Podobne oznaé¢me takymito
dvojicami aj vsetkych p? stipcov.
Policko leziace v riadku (a,b) a v stlpci (¢, d) budeme nazjvat pekné prave vtedy,
ked
ac=b+d (mod p). (1)

Ku kazdej dvojici (a,b) existuje zrejme prave p dvojic (c,d) splhajtcich (1).> Takze
v kazdom riadku je p peknych poli¢ok a na celej sachovnici je ich p3.

Staci dokazat, ze ziadne Styri pekné policka nemaju vlastnost opisant v zadani.
Predpokladajme sporom, Ze Styri policka leziace na prieniku riadkov (a1,b1) # (a2, b2)
so stlpcami (cy,d;) # (c2,ds) st vietky pekné. Potom

a;c; =b;+d; (mod p) pre lubovolné i, 5 € {1,2}. (2)
Od¢itanim dvoch kongruencii (2) s danym i (v jednej polozime j = 2, v druhej j = 1)

ziskame

ai(cz —c1) =dy —d;  (mod p) pre i € {1,2}, (3)
a po od¢itani dvoch kongruencii (3) dostaneme
(a2 —a1)(cz —c1) =0 (mod p).

Preto a; = as alebo ¢ = ¢o. Vzhladom na symetriu mozeme predpokladat, ze ¢; = co.
Potom z (3) vyplyva d; = da, a teda (c1,d1) = (c2,d2), ¢o je spor.

4. Najdite najvdicsie celé cislo k, pre ktorée je pravdive nasledujice tvrdenie: Danych
je lubovolngch 2010 nedegenerovanych trojuholnikov. V kaZdom trojuholniku si jeho
strany ofarben€ tak, Ze jedna je modrd, jedna je cervend a jedna biela. Pre kaZdu farbu
osobitne usporiadame dlZky strdan. Dostaneme

b1 S by ... < bogro pre dlzky modr§ch stran,
r <ry < ... <rog0  pre dizky ervengch stran,
wi Swy £ ... S wagrg  pre dizky bielych stran.

Potom existuje aspori k indexov j takich, Ze moZeme utvorit nedegenerovany trojuholnik
so stranami dlZok b;, ;, w;. (Michal Rolinek)

RieSenie. Dokézeme, ze hladand najviicésia hodnota je k = 1.

2 Napriklad mézeme oznacit prvych p riadkov dvojicami tvaru (0,0), (0,1), ..., (0,p — 1), dalsich

p riadkov (1,0), (1,1), ..., (1,p — 1), atd., az poslednych p riadkov dvojicami (p — 1,0), (p — 1,1),

.., (p—1,p—1). V skuto¢nosti ale v nasSom rieSeni vobec nezalez{ na tom, v akom poradi riadky
oznacime.

3 Ku kazdému c existuje prave jedno d spliajice (1) a ¢ mozeme zvolit p spésobmi.
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Najskor ukazeme, ze bag10, 72010, W2010 SU vzdy stranami trojuholnika. Bez ujmy
na vseobecnosti nech w2010 z 2010 z b2010. Staci dokézaﬁ, ze b2010 + 2010 > W2010-
Podla zadania existuje trojuholnik so stranami dlzok w, b, r, ktoré maji postupne
bielu, modra a c¢ervenu farbu, pricom wsg19 = w. Z trojuholnikovej nerovnosti mame
b+ r > w a vzhladom na zadané usporiadanie plati bag19 = b a ro919 = 7. Odtial uz
priamo dostavame

bao10 + 2010 = b+ 7 > w = wao1o0-

Ostéva zostrojit postupnost takych trojuholnikov, ze wj;, b;, r; nie st pre j < 2010
dlzkami stran trojuholnika. Pre j = 1,2, ... ,2010 nech trojuholnik Aj ma
e modra stranu s dizkou 27,
e Cervent stranu s dlzkou j pre j < 2009 a s dizkou 4020 pre j = 2010,
e bielu stranu s dizkou j + 1 pre j < 2008, s dlzkou 4020 pre j = 2009 a s dlzkou 1
pre 7 = 2010.
Kedze
G+ +j>25 >@G+1)—4=1 pre 7 < 2008,
254+ 35 >4020 > 25 —j =7 pre j = 2009,
4020+1>257 >4020—1 =4019 pre j = 2010,

strany kazdého trojuholnika A spliiaju trojuholnikové nerovnosti. Navyse wj =j,r; =
=jab; =2jprel = j =< 2009. Odtial

wj+r;=7+7=2j=0bj,

C¢ize wj, b; a r; nie s stranami trojuholnika pre ziadne 1 < j < 2009.

5. Pre kladné redlne c¢isla x, y, z plati x +y+ z = 6. Ndjdite najmensiu mozni hodnotu

vyTrazu
x Y z

y2—|—z+1+22+x+1+x2+y+1'

22+t 422+
(Jan Mazak)

Riesenie. Z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom trojice klad-
nych &isel 22/14, z/(y?> + 2+ 1) a 2(y% + z + 1) /49 méme

1 5 x 2 s/xz3 3
Sl L . 1) =3¢/ = Zq
1 YL W TEr 23 =g

Cyklickou zamenou r — y — z — x odvodime dve podobné nerovnosti. S¢itanim
vSetkych troch nerovnosti ziskame po tprave

11
L=og@+y"+2%)+

& + J + ° L8 (z+y+2)
y2+z2+1 224x+1 224+y+1 49 T 49 4 '

Z Cauchyho nerovnosti (alebo z jednoduchej ipravy na sucet troch Stvorcov) vyplyva

1
m2+y2+z2§§(x+y+z)2§12.
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Spolu dostavame

2 2 2 x Yy z 87, 2 2 6
=L L— 2>
SRR v prapr g Sy g B S L AT
7 19 6 87 19 6 90
LN B S S L T IR S L
= 8(3: +y +z)+49(x+y+z) 19 = 03 +49 6 10 -

Zaver. Najmens$ia moZna hodnota daného vyrazu je 90/7. Nadobuda sa pre = =
g y =z = 2_

6. Nech ABCD je konvexny stvoruholnik, pricom
|AB| +|CD|=+Vv2-|AC| a |BC|+|DA|=+2-|BD].

Dokazte, Ze ABC'D rovnobeznik. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Zadané tvrdenie trivialne vyplyva z nasledujuceho poznatku:

Lema. Pre lubovolny stvoruholnik ABC' D plati
(JAB| + |CDI)* + (IBC| +|DA|)* 2 2|AC|* + 2| BDP?,

pri¢om rovnost plati prave vtedy, ked ABCD je rovnobeznik.

Dokaz. Oznacme a = 1@, b = B?, ¢ = @, d = 17)4 Ak umocnime na druhua

trojuholnikové nerovnosti

- -

@l + el =z fa@—da,  [bl+|d] 2 |b—d, (1)
sCitame ich, a prepiSeme vyrazy s pouzitim skalarneho stic¢inu, dostaneme

(IAB| +|CD))? + (|BC| + |DA|)* 2 | — & + |5 — dP? =
— @2+ b2+ |@2 + |d]* —2a-¢—2b-d =
—|@a+ b2+ |e+d?—2@+d) - (b+0) =
— 9|AC|? — 2DB - BD = 2|AC|? + 2|BD|?.

Tym je nerovnost dokadzana. Ak v nej plati rovnost, musia rovnosti nastat aj v (1),
¢o je mozné jedine v pripade, ze @ || ¢ a b I d. Teda obe dvojice protilahlych stran
stvoruholnika ABC' D st rovnobezné, ¢o je mozné jedine pre rovnobeznik.

Naopak, ak ABCD je rovnobeznik, tak |[AB| = |CD|, |BC| = |DA| a dokazovana
nerovnost za zmeni na znamu rovnobeznikovi rovnost (jej dokaz mozno urobit jedno-
ducho tak, ze v nasom rieseni nahradime nerovnosti v (2) rovnostami).

Iné riesenie. OdlisSnym spésobom dokazeme lemu z prvého rieSenia. Strany Stvor-
uholnika ABCD ozna¢me zvy¢ajnym spdsobom. Dalej nech |AC| = e, |BD| = f.
Trojuholniky ABC, ADC' dopliime na rovnobezniky ABKC, ADLC (obr. 3).
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Obr. 3

Usec¢ka AC je zhodna a rovnobernd s tseckami BK a DL, takie BKLD je
rovnobeznik a podla rovnobeznikovej rovnosti mame

2¢? 4+ 2f? = 2|BK|* + 2|BD|*> = |BL|* + |DK|?.
Odtial uz s vyuzitim trojuholnikovych nerovnosti |BL| < b+d, |DK| < a+c dostavame
2¢2 +2f2 < (b+d)? + (a+ )
Rovnost nastane prave vtedy, ked nastane v pouzitych trojuholnikovych nerovnostiach,

¢ize vtedy, ked body B, C, L lezia na jednej priamke a zaroven body D, C, K lezia na
jednej priamke, ¢o je zrejme splnené jedine vtedy, ked ABCD je rovnobeznik.

Poznamka. Podmienkam zadania vyhovuju (navzédjom nepodobné) rovnobezniky
ABCD spliajice

2 —1
2

|AB| =1, |BC|=t a cos|{ABC|= (12t<1+V2).



