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59. ro¢nik Matematickej olympiady Riesenia tloh IMO

1. Urcte vsetky funkcie f:R — R také, Ze rovnost

plati pre vsetky x,y € R. (Symbol |z| oznacuje najvicsie celé cislo, ktoré nie je vicsie
ako z.) (Francuzsko)

Riesenie. Dosadenim x = 0 do zadanej rovnosti po uprave dostaneme

f0)- (A= 1f(y)]) = 0. (1)

Rozoberieme dva pripady.

Ak f(0) # 0, tak podla (1) mame | f(y)| = 1 pre vSetky y € R. Zadant rovnost
tak mozeme prepisat na tvar

f(lzly) = f(x) pre vSetky x,y € R

a po dosadeni y = 0 ziskame f(z) = f(0) pre vSetky x € R. Funkcia f je teda konstantna
a vzhladom na | f(y)| = 1 musi byt tato konstanta z intervalu (1,2). Lahko overime,
ze vSetky funkcie f(x) = ¢ pre 1 £ ¢ < 2 vyhovuju.

Predpokladajme dalej, ze f(0) = 0. Dosadenim = = a, y = a, pricom 0 < a < 1,
dostaneme

0= £(0) = f(la]a) = f(a)[f(a)].

Ak f(a) # 0, tak | f(a)] = 0, a po dosadeni = = 1, y = a do zadanej rovnosti mame
f(a) = f(1)| f(a)] =0, ¢o je spor. Takze f(a) =0 pre vsetky 0 < a < 1.

Nech z je lubovolné redlne éislo. Zrejme existuje celé ¢islo m také, ze 0 < z/m < 1.1
Dosadenim x = m, y = z/m do povodnej rovnosti s vyuzitim predoslého poznatku
dostaneme

z

flz)=7f <m- E> =f (Lmj : E) = f(m) - {f (—)J =0 pre vsetky z € R.

m

Teda f(z) = 0 a lahko sa presvedéime, Ze tato funkcia vyhovuje.

Zdver. Vyhovuju iba konstantné funkcie f(x) = ¢, pricom ¢ = 0 alebo ¢ € (1, 2).
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2. Oznacme 1 stred vpisanej kruznice a T opisant kruznicu trojuholnika ABC.
Priamka AI pretina kruznicu I' v bode D (D # A). Nech E je bod na obliku BDC' o F
bod na strane BC, pricom

|{BAF| = |{CAE| < }|4BAC|.

Oznacéme G stred usecky I'F'. Dokadzte, Ze priamky DG a EI sa pretinaju na kruznici T.
(Hongkong)

RiesSenie. Priese¢nik priamky AF a kruznice I' (rozny od A) ozna¢me K, prieseénik
priamok Al a BC ozna¢me L. Podla zadania |{BAK| = |{CAE)|, teda tetivy BK,
CE kruznice I' maji rovnaki dizku a BC || KE.

Nech T je priesecnik priamok DG a AF. Podla Menelaovej vety pre trojuholnik
AFI a priamku DG mame

|AT| |FG| |ID|
|TF| |GI| |D4| 7

z ¢oho vzhladom na |FG| = |GI| po tprave dostavame
|AT|  |DA| (1)
ITF|  |ID|

Kedze C1 je osou uhla trojuholnika ALC, deli jeho stranu AL v pomere |Al| : |IL| =
= |CA| : |LC|. Trojuholniky ADC a CDL st podobné, lebo pri vrchole D maju
spolo¢ny uhol a z obvodovych uhlov [£{DCL| = |£DAB| = ia = |£DAC)|. Takze
|CA| : |LC| = |DA| : |DC|. Je zndme, ze |DC| = |ID|.2 S vyuzitim (1) méame

|AIl  |CA| |DA| |DA| |AT|

[IL| ~ |LC| |DC| |ID| |TF|

teda T'I || FL. Odtial spolu s poznatkom z tivodu dostavame T'I || KE (obr.1).

A X A

T I
G
13\\\ i \/L //%£77c' _B\\\/?T \/L \k///c
K //// \/ E K //// \/ E
D D
Obr. 1 Obr. 2

2 Llahko mo#no odvodit, Ze trojuholnik CID mé pri vrchole C aj pri vrchole I vntuitorny uhol velkosti

%a + %7, Cize je rovnoramenny.



Priese¢nik priamky ET s kruznicou I' (rozny od E) ozna¢me X a prieseénik priamok
DX a AF ozna¢me T'. Kedze AD je osou uhla BAC a uhly BAF, CAE maja podla
zadania rovnaku velkost, tak aj |[{ K AD| = |{DAEF|. Z rovnosti obvodovych uhlov nad
tetivou DE mame |{DAFE| = |{DXE|. Takze

|LT'AlI| = |{KAD| = |{DAE| = |{DXE| = |£T'XI|

a body T', I, A, X lezia na jednej kruznici. Z obvodovych uhlov nad tetivami /A a FA

potom
|KAT'I| = |£{AXI| = |{AXE| = |{AKE|,
odkial 7"I || KE (obr.2).
Rovnobezka s priamkou K FE prechadzajica bodom I vSak moze pretinat priam-

ku AF iba v jednom bode. Preto T' = T”, priamka DG je totoznd s DT’ a bod X lezi
na priamkach DG, EI aj na kruznici I, ¢im je tiloha vyriesena.

3. Nech N je mnoZina vsetkych kladnych celych cisel. Urcte vsetky funkcie g:N — N
take, Ze

(g(m) + n)(m+ g(n))
je §tvorcom celého &isla pre vsetky m,n € N. (USA)

RieSenie. Vsetky funkcie tvaru g(n) = n+c, pri¢om c je nezaporné celé ¢islo, vyhovuju,
kedZe vtedy (g(m)+n)(m+g(n)) = (m+n+c)?. DokdZeme, 7e Ziadne iné nevyhovuju.
Pouzijeme pri tom nasledujice tvrdenie:

Lema. Ak p je prvocislo, k, [ s prirodzené ¢isla a p | g(k) — g(1), tak p | k — I.

Dékaz. Najskor predpokladajme, Ze p? | g(k) — g(1). Potom g(I) = g(k) + p*a pre nejaké
celé ¢islo a. Zoberme dostato¢ne velké prirodzené ¢islo d (také, ze pd > max{g(k), g(1)}),
ktoré nie je nasobkom p, a polozme n = pd — g(k). Cisla

n+gk)=pd a n+g(l)=pd+(g(l) —g(k)) = p(d+ pa)

sti obe nasobkom p, ale nie st delitelné p?. Podla zadania st (g(k) + n)(g(n) + k) aj
(g(l) +n)(g(n) + 1) stvorce, a kedze st to nésobky p, musia byt delitelné ¢islom p?.
Z toho vyplyva, Ze oba ¢initele g(n) + k, g(n) + [ musia byt nidsobkami p, ¢ize

pl(gn)+k)—(9(n)+1)=k—1

Ostava pripad, ze p | g(k) — g(I) a stcasne p? 1 g(k) — g(1). Zoberme rovnaké d
a polozme n = p3d — g(k). Potom je g(k) + n = p>d delitelné ¢islom p* (nie vsak p?)
a g(l) +n = p3d+ (g(1) — g(k)) je delitelné ¢islom p (nie vSak p?). Analogicky preto
dostavame, ze ¢isla g(n) + k, g(n) + [ musia byt ndsobkami p ap | k — L.

Vratme sa k zadanej ulohe. Predpokladajme, ze g(k) = g(l) pre nejaké k,l € N.
Podla lemy je potom k — [ delitelné kazdym prvocislom, ¢o je mozné jedine v pripade
k = [. Funkcia g je teda prosta.

Pozrime sa teraz na ¢isla g(k) a g(k+1). Kedze ¢islo (k+1) —k = 1 nie je delitelné
ziadnym prvodéislom, podla lemy ich neméze mat ani ¢islo g(k + 1) — g(k), ¢ize

lg(k +1) — g(k)| = 1.
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Oznacme ¢(2) — g(1) = ¢ € {—1,1}. DokdZeme matematickou indukciou, ze g(n) =
=g(1) + (n — 1)q. Pre n = 1,2 to plati trividlne. S vyuzitim indukéného predpokladu
potom pre n > 1 mame

g9(1) +nq
gn+1)=gn)+qg=g(1)+ (n—1)g+ g = < alebo
9(1) +(n = 2)q.

Kedze g(n+1) # g(n—1) = g(1) 4+ (n — 2)g, jedinou moznostou je g(n+1) = g(1) + ng
a indukcia je hotova.

Mame teda g(n) = g(1) + (n — 1)q. Ur¢ite vSak ¢ # 1, lebo inak by sme pre n =
2 g(1) +1 dostali g(n) < 0, ¢o nie je mozné. Takze ¢ =1 a g(n) =g(1)+n—1=n+c,
pricom ¢ = g(1) —1 2 0.

4. Nech P je vnitorny bod trojuholnika ABC. Priamky AP, BP, CP pretinaju kruz-
nicu I' opisani trojuholniku ABC' postupne v bodoch K, L, M (roznych od A, B, C).

Dotycnica ku kruznici I' v bode C' pretina priamku AB v bode S. Predpokladajme, Ze
|SC| = |SP|. Dokdzte, ze |MK| = |ML)|. (Polsko)

Riesenie. Bez ujmy na vseobecnosti nech bod S lezi na polpriamke AB. Z mocnosti
bodu S ku kruznici I vyplyva |SB| - |SA| = |SC|?> = |SP|?, odkial |SB| : |SP| =
= |SP| : |SA|. Trojuholniky SBP, SPA su teda podobné (uhol pri vrchole S maja
spolo¢ny a dvojice stran zvierajtce tento uhol majt dlzky v rovnakom pomere). Z tejto
podobnosti a z vlastnosti obvodovych uhlov nad tetivou BK mame spolu®

|£SPB| = |{SAP| = |{BAK| = |{BLK]|,

¢ize zo stuhlasnych uhlov LK || PS.

Obr. 3

3 Rovnost |{SPB| = |ASAP| mozno zdévodnit aj takto: Kedze |SB| - |SA| = |SP|?, z mocnosti
bodu S ku kruznici opisanej trojuholniku ABP vyplyva, ze SP je doty¢nicou tejto kruznice. Uhly
SPB a SAP su tsekovy a obvodovy uhol prislichajice k tetive BP tejto kruznice, takZze maju
rovnaku velkost.



Oznac¢me O stred kruznice I'. Doty¢nice ¢ a C'S kruznice I' vedené krajnymi bodmi
tetivy M C zrejme zvierajia s M C uhly rovnakych velkosti* (obr. 3). Takt istt1 velkost ma
vSak aj uhol C'PS, lebo trojuholnik C'PS je podla zadania rovnoramenny. Zo stithlasnych
uhlov tak dostavame PS || t. Spolu mame

LK | PS|tLOM.

Tetiva LK je teda kolméa na polomer OM kruznice I, z ¢oho uz priamo vyplyva |[M L| =
= |MK].

5. V kaZdej zo siestich truhlic By, Bs, B3, B4, Bs, Bg je na zaciatku jedna minca.
Dovolené su dva typy operdacii:

Typ 1: Zvolime neprdzdnu truhlicu B; pre nejaké 1 < j < 5. Odoberieme jednu mincu
z B; a pridame dve mince do Bji1.

Typ 2: Zvolime neprdzdnu truhlicu By pre nejaké 1 < k < 4. Odoberieme jednu
mincu z By, a vymenime navzajom obsah truhlic Bx11 a Byio (ktoré mozu byt
aj prazdne).

Zistite, ¢i existuje koneénd postupnost operdcii takd, Ze po jej vykonani budi truhlice
By, By, B3, B4, Bs prdzdne a truhlica Bg bude obsahovat presne 20102910°°" minei.
(Plati a* = a(*").) (Holandsko)

Riesenie. Odpoved na otazku zo zadania je ,Ano“. UkaZeme, ako postupovat, aby
sme dosiahli v truhliciach pozadovany pocet minci. Pre jednoduchost budeme kazdu
konkrétnu situdciu, kolko sa prave nachddza minci v jednotlivych truhliciach, oznacovat
Sesticou €isel, pricom prvé ¢islo bude oznacovat pocet minci v prvej truhlici, druhé ¢islo
pocet minci v druhej truhlici, atd.

Na zacdiatku teda méame Sesticu (1,1,1,1,1,1) (v kazdej truhlici je jedna minca).
Postupnostou dovolenych operacii chceme dosiahnut Sesticu (0,0, 0, 0,0, 201020102010).
Vysvetlime najskor lepsie, ¢o presne robia s mincami dovolené operacie. Pri prvom
type vyberieme z truhlice jednu mincu, ta ,rozdvojime®“ a dve vzniknuté mince dame
do truhlice napravo. Pri druhom type vyberieme z truhlice jednu mincu, ti ,,zahodime*
a vymenime obsah dvoch truhlic nachadzajicich sa hned napravo od truhlice, z ktorej
sme mincu zahodili.

Postupovat mézeme napriklad nasledovne. Najskoér pouzijeme prvy typ na 5. truh-
licu (teda v 5. truhlici ubudne jedna minca a do 6. dve pribudni):

(1,1,1,1,1,1) — (1,1,1,1,0,3).

Teraz pouzijeme druhy typ na 4. truhlicu, teda odoberieme mincu zo 4. truhlice a vy-
menime mince medzi 5. a 6. truhlicou:

(1,1,1,1,0,3) — (1,1,1,0,3,0).

To isté teraz zopakujeme postupne pre 3., 2. a 1. truhlicu (uberieme mincu a vymenime
obsah truhlic napravo). Dostaneme

(1,1,1,0,3,0) — (1,1,0,3,0,0) — (1,0,3,0,0,0) — (0,3,0,0,0,0).

4 St doplnkami do 90° k uhlom pri zékladni rovnoramenného trojuholnika M CO.
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Zatial to mozno vyzerd beznadejne. Namiesto Siestich minci, ktoré sme mali dohromady
na zaciatku, uz mame len tri mince. Nevyzerd to tak, Ze by sa malo dat dosiahnut
,obrovské“ ¢islo 20102010°°"  Teraz to viak zacne byt zaujimavé! Vykoname nasledovné
operacie (nechavame na citatela, aby skontroloval, Ze st to povolené operacie):

(0,3,0,0,0,0) — (0,2,2,0,0,0) — (0,2,1,2,0,0) — (0,2,0,4,0,0) —
(0,1,4,0,0,0) — (0,1,3,2,0,0) — (0,1,3,1,2,0) — (0,1,3,0,4,0) —
(0,1,2,4,0,0) — (0,1,2,3,2,0) — (0,1,2,2,4,0) — (0,1,2,1,6,0) —
(0,1,2,0,8,0) — (0,1,1,8,0,0) — (0,1,1,7,2,0) — (0,1,1,6,4,0) —
(0,1,1,5,6,0) — (0,1,1,4,8,0) — (0,1,1,3,10,0) — (0,1,1,2,12,0) —
(0,1,1,1,14,0) — (0,1,1,0,16,0) — (0,1,0,16,0,0) — (0,0,16,0,0,0).

Podarilo sa nam teda trojku zvicsit na ¢islo 16. V§imnime si pritom postupnost Sestic
od 5. po 23. Zo Sestice (0,1,4,0,0,0) sme dostali Sesticu (0,1,0,16,0,0) a pritom sme
vobec nezasahovali do prvej, druhej ani Siestej truhlice (vobec sa v nich nemenili pocty
minci). Dostali sme tak vlastne z trojice (4,0,0) trojicu (0,16,0) = (0,2%,0). Takéto
nie¢o mozno urobit vo vSeobecnosti: Ak a je kladné celé ¢islo, tak z trojice (a,0,0) (teda
z troch po sebe iducich truhlic bez zasahovania do ostatnych truhlic) vieme vyrobit
trojicu (0,2%,0), a to nasledovnymi krokmi (postupnost operacii, ked iba vSetky mince
z jednej truhlice pomocou prvého typu operacie ,,zdvojnédsobime* do susednej truhlice
napravo, zapiSeme v jednom kroku, ktory zndzornime znakom ,=):

(a,0,0) = (a —1,2,0) = (a —1,0,4) — (a — 2,4,0) = (a — 2,0,8) — (a — 3,8,0) =
(a—3,0,16) = (a — 4,16,0) = (a — 4,0,32) = (¢ —5,32,0) = ... atd... —
(a—(a—1),2°"10)= (a — (a — 1),0,2%) = (a — a,2%,0) = (0,2%,0).

Vratme sa k Sestici (0,0,16,0,0,0), ktort sme naposledy dostali. Budeme pokracovat
dalej, pri¢om postupnost krokov, ked z nejakej trojice (a, 0, 0) vyrobime trojicu (0, 2%,0)
(ukézali sme pred chvilou, Ze také nieco je naozaj mozné) budeme skratene oznacovat

(198
773 *

(0,0,16,0,0,0) — (0,0,15,2,0,0) = (0,0,15,0,2%,0) — (0,0,14,22,0,0) =

2 2
(0,0,14,0,22°,0) — (0,0,13,22°,0,0) = (0,0,13,0,22 ,0) — (0,0,12,22° ,0,0) =
Catd ...

Vo $tvrtej truhlici uzZ mame obrovské ¢islo, ktoré pre zjednodusSenie dalSieho zapisu
ozna¢me Pjg. Toto ¢islo (teda ¢islo, ktoré dostaneme tak, ze dvojku umocnime na
druht, vysledok ddme do exponentu dvojky, vysledok takeho umocnenia ddme opiit do
exponentu dvojky, atd.) je uz vicsie ako ¢islo 20102010°°" 0 zadania. Naozaj, keby sme
si postupne pisali vysledky takého umocnovania, dostali by sme

2
PL=2  P=22=4 = P;=2"=21-16, P, =2% =216 _65536,



= 205536 mg 19729 cifier. Vela cifier v8ak m4 aj ¢islo

.....

a uz nasledujuce cislo Ps
201020102010
A, musime inak. Formélny dokaz moze vyzerat nasledovne:

A = 20102010%° - 9(4g2010°°"% _ (211)20102010 — 911:2010%°% _ 92010-2010%°1% _

_ 220102011 < 220482011 _ 2(211)2011 _ 2211~2011 . 2222 121 < 2232768 o

2
22

9215 5216 92
=2 < 2 =2 = FPs < Ps.

Vsetky nerovnosti, ktoré sme napisali, st zrejmé (a s velkou rezervou). Ostava uz len
dokon¢it postup zo Sestice (0,0,0, Pig,0,0) na Sesticu (0,0,0,0,0, A). Na to stac¢i vela
krat pouzit operaciu druhého typu na $tvrta truhlicu, pricom stéle budeme ,,vymienat*
obsahy prazdnej piatej a Siestej truhlice, takze sa okrem znizovania poc¢tu minci vo
Stvrtej truhlici nebude diat ni¢. Budeme to robit az do momentu, ked dostaneme Sesticu
(0,0,0,A/4,0,0) (zrejme ¢islo A je delitelné Styrmi a A/4 < A < Pyg, takZe naozaj
vieme dostat takuto Sesticu). Napokon uz len pouzijeme opakovane operaciu prvého
typu najskor na stvrtt truhlicu a potom na piatu truhlicu, az ziskame

(0,0,0,4/4,0,0) = (0,0,0,0,A4/2,0) = (0,0,0,0,0, A).

Tym je tloha vyriesena.

6. Nech ay,as,as, ... je postupnost kladnijch redlnych éisel. Predpokladajme, Ze existuje
kladne celé cislo s takée, Ze pre vsetky n > s plati

ap =max{ay +an—r; 1<k Sn—1}.

Dokazte, ze existuji kladné celé c¢isla l a N také, Ze l < s a pre vsetky n = N plati
Ap = Q) + Ap—y. (Iran)
RieSenie. (Podla Martina Vodicku.) Najskor dokazeme pomocné tvrdenie.

Lema. Kazdy c¢len postupnosti a, je pre n > s rovny suctu a; + a; pre nejaké i, j,
pricom i < s, 1+ j = n.

Dokaz. Podla zadania je a,, sG¢tom a;, + a;j, pre nejaké i1, ji, pricom i; + j; = n. Bez
ujmy na vSeobecnosti nech i; < j;. Ak i; < s, mdzeme priamo polozit ¢ = iy, j = j;.
Ak iy > s, tak podla zadania a;, = a;, + a;,, priom iy + jo = i1, CizZe i < i1. Navyse
zrejme aj,4j, = aj, + aj,. Spolu mame

(p = Gy + aj, = Qigy + Qj, + aj, é Ay + Ajotj1s

ale kedze n = is + (j2 + j1), plati a,, 2 a;, + aj,+,,, teda nutne a,, = a;, + aj,+;,. Ak
19 < s, polozime i = io, j = jo + j1. V opa¢nom pripade mozeme celtl ivahu zopakovat
a najst i3 < ip také, ze a, = a;; + aj,44,45,, atd. Kedze proces ,zmensovania“ nemoze
prebiehat donekonecna, najdeme takto index i = i, < s taky, ze ap, = a;, + aj,+...4j, -
Tym je lema dokazané.

Je jasné, ze
ak j>s,41,...,0, s, n=7+i1+ -+, tak ap2a;+a;+---+a;, (1)
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lebo

aj + ai, = Qj+iy,

Ajpiy + iy S Gty pig

Qjtiy 4 dig_q + as,. Qjtiy+- i, — Qp.

Zapisme ¢islo a,, (pre n > s) s opakovanym vyuzitim tvodnej lemy v tvare
Apn = Q44 +aj1 = 4, + Q4 —J’_ah = ... =04 +"'+a’ir+ajr’ (2)

pricom iy,... i, <5, j > s a aj, uz sa da rozlozit na sicet dvoch ¢lenov postupnosti
s oboma indexmi mensimi alebo rovnymi s. (S rozkladanim na stcet teda skoncime
o préave jeden krok skor, ako dostaneme vSetky indexy mensie alebo rovné s. Priptastame
aj moznost r = 0, vtedy j, = n a znamena to, ze uz pre prvy rozklad a,, = a;, +a;, by
sme mali i1,7; < s.)

Zoberme teraz taky index i € {1,...,s}, pre ktory je hodnota a;/i maximélna
(ak je takych viac, zoberieme lubovolny z nich) a ozna¢me ho [. Ak sa v stuéte (2)
medzi hodnotami {iy,... ,i,} nachddza nejaky index i aspon [-krat, nahradime [ jeho
vyskytov i vyskytmi indexu /. Dostaneme tak mnozinu indexov {#},... i, }, pri¢om
zrejme iy + - +1i, =41 + - +i,. Kedze a;/l 2 a;/i, mdme i - a; 2 [ - a;. Takze

an = @iy + -+ ai, +a;, Say +-+ay, +aj,.
Podla (1) vsak plati aj opa¢na nerovnost, nutne teda musi nastat rovnost, ¢ize
7% :aill —|——|—CLZ;/ +ajr‘7
pri¢om aspoii jeden spomedzi indexov ¢}, ..., i, je rovny [.

Samozrejme, pre dostato¢ne velké n sa v siucte (2) nejaky index musi nachiddzat
asponi [-krat; staci zobrat napriklad n > s?(I — 1) + 2s = N.% TakZe pre n > N vieme
a,, zapisat v tvare (po preusporiadani indexov)

an:al—l-ai/2+~-+ai/r,+ajT. (3)
PodTla (1) (ak n» nahradime hodnotou n — [) vSak méame

an—i Z ayy + -+ ay, +aj,,

odkial spolu s (3) vyplyva a, < a; + a,—;. Zo zadania plati trividlne a,, = a; + a,_y,
takze musi byt a, = a; + a,_;.

5 Réznych indexov je len s, zaroven j, < 2s, a ak by aj bolo vietkych po | — 1, mali by sme n = i1 +
+otir i S(A+24 -+ 5)(1— 1)+ 25 < s2(1 — 1) + 25 < n, ¢o je spor.
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