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1. Dokdzte, Ze pre lubovolné nezdporné c¢isla a, b, ¢ plati
(a + be)(b+ ac) = ab(c+ 1)
Zistite, kedy nastane rovnost. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Roznésobenim a dalsimi ekvivalentnymi iipravami dostaneme

ab + b%c + a’c + abc? = abc® + 2abe + ab,
b2c + a%c > 2abe,
(a —b)?c 2> 0.

Podla zadania plati ¢ = 0 a druhd mocnina redlneho ¢isla a — b je tiez nezapornd,
takzZe je nezaporna aj lava strana upravenej nerovnosti. Rovnost v tejto (a rovnako aj
v pdvodnej nerovnosti) nastane prave vtedy, ked a — b = 0 alebo ¢ = 0, teda prave
vtedy, ked je splnend aspor jedna z podmienok a = b, ¢ = 0.

Za iplné riesenie dajte 6 bodov. Za upravent nerovnost (a —b)2¢c = 0 dajte 4 body, dalsi 1 bod potom
za argument o nezapornosti ¢initelov. Odvodenie (nie v8ak uhadnutie) oboch pripadov rovnosti ocente

tiez 1 bodom. Ten nedajte, ak nie je diskusia o rovnosti uplné (ak je napriklad vynechand moznost
c=0).

2. V pravouhlom trojuholniku ABC' oznacime P pdtu vysky z vrcholu C na preponu AB.

Priesecnik usecky AB s priamkou, ktord prechddza vrcholom C a stredom kruznice

vpisanej trojuholniku PBC, oznacime D. Dokadzte, Ze usecky AD a AC su zhodné.
(Pavel Leischner)

Riesenie. V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB pre velkosti a, 3 uhlov pri
vrcholoch A, B plati a+ 3 = 90°, preto |[{ACP| =90°—a = B a|£{BCD| = |£{DCP| =
= 2(90° — B) = 30, lebo priamka CD je osou uhla BCP (obr.1). Pre vonkajsi uhol
ADC trojuholnika BCD tak zrejme plati [{ADC| = |{DBC| + |4BCD| = + 5o =
= |[LDCA|.

Zistili sme, Ze trojuholnik ADC ma pri vrcholoch C, D zhodné vnutorné uhly, je
teda rovnoramenny, a preto |AD| = |AC].
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Za uplné rieSenie dajte 6 bodov. Spravne cCiasto¢né poznatky vediuce k rieSeniu ocente 1 bodom
(napriklad vypocet len jedného z uhlov ACD alebo ADC'), nanajvys dvoma bodmi.



3. Ked isté dve prirodzené c¢isla v rovnakom poradi s¢itame, odéitame, vydelime a vy-
ndsobime a vsetky styri vysledky scitame, dostaneme 2009. Urcte tieto dve cisla.
(Vojtech Balint)

RieSenie. Pre hladané prirodzené ¢isla x a y sa d4 podmienka zo zadania vyjadrit
rovnicou

(x—l—y)—l—(m—y)—i—<§>+(m«y):2009, (1)

v ktorej sme ciastocné vysledky jednotlivych operacii dali do zatvoriek.
VyrieSme rovnicu (1) vzhladom na neznamu x (v ktorej je, na rozdiel od nezna-
mej y, rovnica linedrna):

21 + L 4 zy = 2009,
y

2y +x + :l;y2 = 2009y,
z(y + 1)% = 2009y,
2009y

om0 2)

Hladdme préave tie prirodzené ¢isla y, pre ktoré mé najdeny zlomok celociselnit hodnotu,
¢o mozno vyjadrit vzfahom (y + 1)? | 2009y. KedZe ¢isla y a y + 1 st nesudelitelné, st
nestdelitelné aj ¢isla y a (y+1)2, takze musi platit (y+1)% | 2009 = 7%-41. Kedze y+1
je celé ¢islo vicsie ako 1 (a cinitele 7, 41 st prvocisla), poslednej podmienke vyhovuje
iba hodnota y = 6, ktorej po dosadeni do (2) zodpoveda x = 246. (Skiska nie je nutnd,
lebo rovnice (1) a (2) st v obore prirodzenych ¢isel ekvivalentné.)
Hladané ¢isla v uvazovanom poradi st 246 a 6.

Za plné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za zostavenie rovnice (1) a 1 bod za vyjadrenie (2) ¢i
ekvivalentni rovnicu v stiéinovom tvare z(y + 1)2 = 2009y. Iba uhadnutie jej rieSenia ocetite dalsim
bodom. Ak je v inak tUplnom rieSeni uvedend podmienka (y + 1)2 | 2009 bez potrebnej zmienky

o nestdelitelnosti ¢isel ¥ a (y + 1)?, 1 bod strhnite. Vynechanie skusky (¢i zmienky o jej zbytocnosti)
stratou bodu nepenalizujte.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.



