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59. roénik Matematickej olympiady Riesenia tloh MEMO

I-1. Najdite vsetky funkcie f:R — R také, Ze pre vsetky x,y € R plati

flz+y)+ f(@)f(y) = flzy) + (y + 1) f(z) + (= + 1) f(y).

(Cesk4 rep., Pavel Calabek)

Riesenie. Dosadenim y = 0 ziskame

0=f0)(f(z) -z —2).

LCahko mozno overit, ze funkcia f(x) = x + 2 nie je rieSenim, preto f(0) = 0. Zvolme
teraz v zadanej rovnici x = 1, y = —1. Dostaneme

0=f(=D(fA)-3),

teda f(—1) =0 alebo f(1) =
Ak f(—-1) =0, po dosadenl xr =
x = —2, y = 1 dostaneme f(—2)f(1
— /(1) vyplyva (1) € {0,2}.
Takze f(1) = a € {0,2,3}. Ak polozime v zadanej rovnici y = 1, dostaneme

= —1 mame f(—2) = f(1). Nasledne zvolenim
3f(=2) — f(1), odkial vzhladom na f(—2) =

2,y
):
fle+1)=0B—a)f(z)+a(z+1) (1)

pre vsetky x € R.
Zvolenim y = 1+ 1/z, pricom x # 0 je Tubovolné, mame

fle+i+D)+f@)fE+1)=fle+D)+ L +2) f@)+f(2+1) (z+1).
S vyuzitim (1) preto

B=a)(flz+)+f@f () —(@+1)f (L) =fl)(5-2a—(a—1)L) +2a+ ax.

Odtial s vyuzitim vyjadrenia, ktoré dostaneme zo zadanej rovnice po dosadeni y = 1/,
po uprave dostaneme

B-a)(a+f(2)(1+21) =fx) 5-2a—(a—1)-1)+2a+ axz,
fl@)(-2+a+2) =a*+az —a.

Postupnym dosadzovanim a € {0,2,3} uz lahko odvodime jednotlivé riesenia
f(x) = 0, f(z) = 22 + x, f(x) = 3x.! Jednoducho tiez mozno overit, ze tieto tri
funkcie vyhovuju zadanej rovnici.

! Pripady, ked —2 + a + % = 0, mozno overit osobitne napriklad s vyuzitim (1).
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I-2. Na tabuli su napisané vsetky kladne delitele celéeho kladného cisla N. Dvaja hrdci
A a B hraji nasledovni hru, pricom sa pravidelne striedaji v tahoch: V prvom tahu
hrdi¢ A zmaze c¢islo N. Ak posledné zmazané ¢&islo je d, potom hrdé, ktory je na tahu,
zmaze delitela ¢isla d alebo ndsobok c¢isla d. Hrdc, ktory nemdoze urobit tah, prehrdva.
Urcte vsetky cisla N, pre ktoré hra¢ A moze vyhrat bez ohladu na tahy hrdca B.
(Polsko)

RieSenie. Nech N = pi*...pi" je prvociselny rozklad ¢isla N. V kazdom fahu hrac¢
zmaze nejakého delitela ¢isla N, ktorého mozno reprezentovat ako k-ticu (by,... ,bg),
pricom b; < a; (takd k-tica zodpoveda ¢islu p?l pZ’“). Podla pravidiel hry po k-tici
(b1, ... ,br) moze nasledovat (cy,...,ck) prave vtedy, ked bud ¢; < b; pre vsetky i,
alebo a; = ¢; = b; pre vSetky i (samozrejme, iba v pripade, Ze je taka k-tica eSte na
tabuli).

Ak aspon jedno z ¢isel a; je neparne — bez ujmy na vSeobecnosti nech je to a; —
tak vifaznu stratégiu ma hra¢ B. Staci, ak na kazdy tah (b1,...,b;) hrdca A odpovie
tahom

(a1 — bl,bg, e ,bk)

lahko mozno overit, Ze je to vitazna stratégia: VSetky k-tice zodpovedajuce ¢islam,
ktoré su na zacdiatku na tabuli, mozno totiz roztriedif do dvojic, a ked A zmaze k-ticu
z nejakej dvojice, B zmaze druht k-ticu z tej istej dvojice (a1 — by # by, pretoZe a; je
neparne).

Ak st vsSetky a; parne, tak vifaznu stratégiu mé hra¢ A. Nech B zotrie k-
ticu (by,...,br), priCom aspon jedno spomedzi b; je mensie ako a; ((by,...,bg) #
# (a1,...,ax), lebo to bol prvy fah hracéa A). Oznaéme j najmensi index taky, Ze
b; < a;. Potom odpovedou hrac¢a A moze byt k-tica

(bl, e ,bj_l,aj - bj - 1,bj+1, N ,bk)

Aj v tomto pripade st vSetky povodné k-tice (okrem prvého fahu (aq,as,...,ax))
roztriedené do dvojic a ked B zmaze nejak k-ticu, A zmaze druht z tej istej dvojice
(aj —b; —1 # bj, pretoze a; je parne).

Samozrejme, podmienka, ze vSetky a; si parne, je splnena prave pre tie N, ktoré
st druhou mocninou celych éisel. Hra¢ A teda moze vyhrat bez ohladu na tahy hraca B
prave vtedy, ked N je Stvorec.

I-3. Je dany tetivovy stvoruholnik ABC'D a na jeho uhlopriecke AC bod E taky, Ze
|AD| = |AE| a |CB| = |CE|. Nech M je stred kruznice k opisanej trojuholniku BDE.
Kruznica k pretina priamku AC v bodoch E a F. Dokdzte, Ze priamky FM, AD a BC
sa pretinaju v jednom bode. (Svajciarsko)

Riesenie. Predpokladajme, ze A lezi na tsecke C'F' (pripad, ked C' lezi na tsecke AF,
je analogicky). Oznac¢me P priese¢nik priamok BC a AD (obr.1). Kedze |[M B| = |M E|,
|BC| = |CE| a |[ME| = |MF]|, st trojuholniky M BC a M EC zhodné a trojuholnik
EFM rovnoramenny, takze pre velkosti uhlov méame

|{MBC| = |{MEC| = 180° — |{MEF| = 180° — |{ M FC|.
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Z toho vyplyva, ze body M, B, C, F lezia na jednej kruznici. Kedze |M E| = |M D|
a |AE| = |AD|, su trojuholniky MEA, MDA zhodné a |[{AEM| = |{ADM|, ¢ize
|AMDP = |£MBP)| a stvoruholnik M PBD je tetivovy. Spolu s tetivovostou stvoru-
holnikov ABC'D, FM BC tak dostavame

|{PMB| = |{PDB| = |{ADB| = |{ACB| = |{FCB| = 180° — |{FMB].

Takze body F', M, P lezia na jednej priamke a priamky AD, BC sa FM pretinaju
v jednom bode (v bode P).

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieseni dokézeme, ze Stvoruholnik FM BC je
tetivovy. Kedze body M, A lezia na osi usecky DE, plati |[{MDA| = |{MFEA].
Z rovnosti |ME| = |MF| zase |{MFA| = |{MFEA]|. Takze $tvoruholnik M ADF je
tetivovy.

Priamky FM, AD, BC su teda chorddlami kruznic opisanych tetivovym Stvor-
uholnikom FFMBC, BCDA, ADFM, z ¢oho podla zndmeho tvrdenia vyplyva, Ze sa
pretinaju v jednom bode (ktory ma ku vSetkym trom kruZniciam rovnakd mocnost).

I-4. Najdite vsetky kladné celé cisla n, ktore vyhovuji obom nasledujicim podmienkam:
(i) ¢islo n ma aspon Styri kladné delitele;
(i) ak a a b su delitele ¢isla n, pre ktoré plati 1 < a < b < n, potom ¢islo b — a
tieZ deli n.

(Slovinsko)

RieSenie. Prvocisla, druhé mocniny prvodisel a ¢slo 1 nespliiaji prvit podmienku,
z dalsich avah ich preto vynechame.

Najskor predpokladajme, Ze n je parne, t.j. n = 2z pre nejaké x € N. Potom podla
druhej podmienky =z — 2 deli n. Kazdy delitel n mensi ako x = n/2 je mensi alebo
rovny n/3. Preto x —2 < n/3, odkial < 6. Postupnym overenim vsetkych pripustnych
hodnét = lahko zistime, Ze vyhovuju n =6, n =8 a n = 12.

Dalej moézeme predpokladat, Ze n je neparne. Nech n = px, pricom p je najmensi
netrividlny delitel ¢isla n. Cislo p je o¢ividne neparne prvoéislo. Zrejme p + 1 n, lebo
p+ 1 je parne, takze z # p+ 1. Kedze 1 < p < < n, mame x — p | pz.
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Ak p t z, tak x — p a x st nesudelitelné, teda nutne z — p | p, odkial z —p < p.
Avsak = # p+ 1, ¢ize © — p = p (lebo p je najmensi netrividlny delitel). Preto musi
platit = 2p, ¢o je v spore s tym, Ze n je neparne.

Ak p | z, tak * = py pre nejaké celé ¢islo y > 1. Z minimélnosti p vyplyva y =
> p. Podla druhej podmienky py — p | n = p?y; z ¢oho y — 1 | py. KedZze y — 1 a y
st nesudelitelné, nutne y — 1 | p, odkial y < p+ 1. Ak y = p+ 1, tak y je parnym
delitelom ¢isla n, ¢o je v spore s predpokladom, Ze n je neparne. Ak y = p, mame spor
s podmienkou y — 1 | p (kedze p = 3). Iné moznosti vzhladom na nerovnost y = p nie
su.

Odpoved. Obom podmienkam vyhovujua iba ¢isla 6, 8 a 12.

T-1. Su dané tri rastice postupnosti
ai, a2, Az, ..., bl; b27 b37 cee C1, C2, C3, ...

celych kladnych cisel. Kazdé celé kladné cislo je ¢lenom prdve jednej z tychto postup-
nosti. Pre kazZde celé kladné cislo n su splnené podmienky:
(i) ca, =bn+1;
(ZZ) an+41 > bn,'
(1ii) ¢islo cpy1cn — (N4 1)cpi1 — ney, je parne.
Ndjdlt@ a2010, b2010 a C2010- (Litva)

RieSenie. KedZe postupnost {c,} je rasttca, plati zrejme ¢, = n. Preto aj ¢,, = ay
pre vsetky n € N. Avsak postupnosti neobsahuju rovnaké ¢leny, nutne teda

Cq, > an pre vSetky n € N. (1)

Postupnosti budeme ,napliat® induktivne. Najskor dokdzeme, ze a; = 1. Keby to tak
nebolo, t.j. keby platilo a; > 1, muselo by byt bud ¢; = 1 alebo b; = 1. Druha moznost
nepripada do tvahy, pretoze podla (i) a (1) médme b; = ¢4, — 1 > a1 — 1, teda by > ag
(kedze by # a1). Ak by bolo ¢; = 1, tak by # 2 (lebo by > a1), ca # 2 (kvoli (iii) pre
n = 1), teda by muselo byt a; = 2. AvSak potom as # 3 (lebo ay > by), by # 3 (lebo
v takom pripade by bolo ¢a = ¢, = by +1 = 4 a neplatilo by (iii) pre n = 1) a aj ca # 3
(lebo ¢a = ¢q, = b1 + 1 # 3).

Teraz najdeme v postupnostiach miesto pre ¢islo 2. Ak ay = 2, tak podla (ii) plati
2 = ag > by, €o uz nie je mozné. Ak ¢; = 2, tak podla (i) madme 2 =c¢; = ¢,, = by + 1,
teda by = 1, ¢o uz tiez nie je mozné. Ostava iba moznost bo = 2. Potom podla (i)
dostaneme ¢; = ¢4, = b1 +1=3.

n |
an
bn

Cn

W N =

Kvoli (iii) je co # 4. Taktiez by # 4, lebo inak podla (1) a (i) as < ¢q, =bs +1 =
=5 a pre as by uz neostala ziadna hodnota. Takze as = 4. Nésledne podla (ii) mame
as # 5, a aj bo # 5, lebo inak by podla (i) bolo ¢4 = ¢4, = by +1 =6 a pre ¢z, c3 by uz
nezvysili ziadne hodnoty. Preto ¢, = 5. Rovnakou tivahou dostaneme as # 6, by # 6,
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teda c3 = 6. Dalej ag # 7 (podla (ii)), ¢4 # 7 (lebo inak podla (i) 7 = ¢4 = ¢4, = ba +1,
7 ¢oho b2 = 6), Cize bg =T1. Odtlal’ Cq = Cqy = b2 + 1=28.

n| 1 2 3 4 5
a,| 1 4

by | 2 7

| 3 5 6 8

Teraz mdzeme znova zopakovat tvahy z predoslého odseku: Kvoli (iii) mame c5 #
#9.7Z (1) a (i) vyplyva bs # 9 (inak ag < ¢, = bg + 1 = 10 a neostane volna hodnota
pre ag). Preto ag = 9. Podla (ii) je ag # 10. Z (i) dostaneme cg = ¢,, = bs + 1, preto
bs # 10 (inak neostant volné hodnoty pre cs, ... ,cs). Takze ¢5 = 10. Podobne

a4 75 11, bs # 11 = cg =11,
ag #£12, by 212 —  c7 =12,
ag 75 13, b3 7§ 13 — cg = 13.

Napokon, a4 # 14 (z (ii)), cg # 14 (inak podla (i) by bolo 14 = ¢g = ¢,, = b3 + 1, teda
bs = 13, ¢o neplati), ¢ize bg = 14 a cg = ¢4, = bg + 1 = 15.

n| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a,| 1 4 9
by| 2 7T 14
;|3 5 6 8 10 11 12 13 15

Sformulujeme tvrdenie, ktoré mozno jednoducho dokézat matematickou indukciou.
Forméalny dokaz, ktory je trividlnym zovseobecnenim predoslych dvoch odsekov, vyne-
chame. Pre ke Na:=1,2,...,2k — 2 plati

ap = ]422,

by = k2 +2k —1,
Clh—ty24i = k* +1,
cp2 = k2 + 2k.

Na zéklade toho uz lahko dopocitame ziadané hodnoty:

a2010 — 20102, 1)2010 = 20102 +2-2010 — 1, C2010 = C442474 = 452 + 74 = 2099.

T-2. Pre kazdé celé ¢islo n = 2 urcte najvicsie mozné redlne cislo C,, také, Ze pre
vsetky kladné redlne cisla ay, ..., a, plati

24 ... 2 2
i (‘“* ””) +Cp - (a1 — a)*.
n - n

(Svajéciarsko)



RieSenie. Pre 1 =i < j < n oznatme z;; = a; — a;. Vyrazy

a/%_i__i_a% a1+...+an
—_— a —_—
n n

budeme skratene oznacovat KP (kvadraticky priemer) a AP (aritmeticky priemer).
Rozdiel ich $tvorcov (vyskytujici sa v zadani) mozno po vynasobeni n? upravit na

n?(KP? —AP*) =n(a +---+d?) — (a1 + -+ an)? = (n—l)Za?—ZQaiaj =
i=1

1<J

n—1
_ 2 _ 2 2 2 2
= E Ti; = X1, + E (z1; +3,) + E R
i—2

i<j 1<i<j<n

Poslednd suma je evidentne nezdporna. Pre sumu v prostriedku plati podla trividlnej
nerovnosti a? + b*> = 1(a + b)? odhad

n—1 n—1

1 n—2
;(xi +at,) 2 5 ;(IEM + Tin)? = 5 x?

Takze spolu mame

n—2 n
n?(KP? — AP?) > 22 + 5 cx = 5 (a1 — ap)?,
pricom rovnost zrejme nastéva prave vtedy, ked as = ... = a,,_1 = %(al + ay). Teda
najvicsia mozna hodnota je
n 1 1
Cn _ — e — = —
2 n?2  2n

T-3. V kazZdom vrchole pravidelného n-uholnika je veZa. V tom istom okamihu kaZda
veza vystreli na jednu z dvoch susednyjch veZi a zasiahne ju. Vysledkom strelby nazveme
mnozinu vsetkych zasiahnutych vezi, pricom nerozlisujeme, ¢i bola veZa zasiahnutd raz
alebo dvakrdt. Oznaéme P(n) pocet vsetkych moznych vysledkov strelby (pre dané n).
Dokazte, Ze pre kaZdé celé k = 3 su ¢isla P(k) a P(k + 1) nesudelitelné.

(Ceské rep., Martin Panak)

Riesenie. Kazdu zasiahnutt vezu oznac¢me ¢iernou farbou, ostatné (nezasiahnuté) veze
bielou. Cislo P(n) je v skuto¢nosti po¢tom takych ofarbeni n vezi ¢iernou a bielou far-
bou, ze ziadne dve biele veze nemaji medzi sebou prave jednu vezu. Dokaz ekvivalencie
so zadanim, teda bijektivnosti medzi opisanymi ofarbeniami a vysledkami strelby, je
trividlny: Ak medzi dvoma bielymi vezami je prave jedna veza, tak tato veza nemé do
koho strelit, ¢o nie je mozné. Na druhej strane, ak také dve biele veZze neexistuju, tak
kazda veza moze vystrelit do aspon jednej ¢iernej, a aby sme sa uistili, Ze kazda ¢ierna
veza bude zasiahnuté, stac¢i predpisat, ze do kazdej ¢iernej veze bude strielat ta veza,
ktora sa nachadza po smere hodinovych ruciciek.

6



Ak n je neparne, tak P(n) je rovné poc¢tu K (n) ofarbeni n vezi na kruznici ¢iernou
a bielou farbou tak, Ze ziadne dve susedné veze nie st obe biele (jednoducho definujeme
,susedné“ veze ako tie, ktoré maji medzi sebou prave jednu vezu). Pre parne n sa pri
rovnakom definovani ,,susednosti“ celad kruznica rozpadne na dve mensie s %n vezami,
teda P(n) = K(3n)%

Pre hodnoty K (n) odvodime rekurentny vztah:

Pocet vyhovujuacich ofarbeni s n-tou vezou ¢iernou je totiz rovny poctu vyhovujia-
cich ofarbeni n — 1 vezi (jednoducho vlozime ¢iernu vezu medzi prva a (n — 1)-ta vezu)
zviacSenému o pocet ofarbeni n — 1 vezi nemajucich ziadne dve susedné veze biele okrem
prvej a (n — 1)-tej (¢iernu vezu moézeme vlozif medzi tieto dve biele veze a ziskame
vyhovujtce ofarbenie).V druhom pripade dostaneme taky isty pocet moznosti, aky je
pocet vyhovujicich ofarbeni n — 2 vezi s prvou vezou bielou (sta¢i spojit dve susedné
biele veze do jednej).

Pocet vyhovujucich ofarbeni s n-tou vezou bielou je rovny poctu takych ofarbeni
n — 1 veZi, ze ziadne dve susedné nie st biele a prva a (n — 1)-t4 sa ¢ierne (bielu vezu
mozeme vlozit len medzi dve ¢ierne). Tento pocet je rovny po¢tu vyhovujicich ofarbeni
n — 2 vezi, pri¢om prva je ¢ierna (op#t mozeme dve susedné ¢ierne spojit do jednej).

Spolu teda

Kn)=Kn-1)+Kyn—2)+K.(n—2)=K(n—-1)+ K(n—2),
pricom Kj a K, je pocet vyhovujucich ofarbeni s prvou vezou bielou, resp. ¢iernou.
Priamo vieme spo¢itat hodnoty K(2) = 3, K(3) =4, K(4) =7, teda
KQ2)=F4)-F0), K@ =F0®)-F(1), K4 =F(6)-F(@2)
a indukciou lahko dokazeme, 7e K(n) = F(n+2) — F(n — 2), pricom F'(k) je k-ty ¢len
Fibonacciho postupnosti (F£'(0) = 0, F'(1) = F(2) = 1,...). Navyse (K(2),K(3)) =1
a pre n = 3 mame
(K(n),K(n—1))=(K(n)—K(n—1),K(n—1))=(K(n—-2),K(n—1))=...=1.
Podobne ukaZeme, Ze pre kazdé parne n = 2a je ¢islo P(n) = K (a)? nestudelitelné
s oboma ¢islami P(n+1) = K(2a+1) a P(n — 1) = K(2a — 1):
(K(a),K(2a+1)) = (K(a), F(2)K(2a) + F(1)K(2a — 1)) =
= (K(a), F3)K(2a — 1)+ F(2)K(2a —2)) = ...
= (K(a), Fla+ 1)K (a+1) + F()K(a)) = (K(a), F(a+1)) =

=(F(a+2)—F(a—2),F(a+1)) =
=(F(a+2)—F(a+1)—F(a—2),F(a+1)) =
(F(a) — F(a—2),F(a+1))=(F(a—1),F(a+1)) =
— (Fla—1), F(a)) = 1,
(K(a),K(2a — 1)) = (K(a), F(2)K(2a — 2) + F(1)K(2a — 3)) =
= (K(a),F(3)K(2a—3) + F(2)K(2a —4)) = ...

)+ F(a—1)K(a—1)) = (K(a), F(a — 1)) =
F( a—2),F(a—1)) = (F(a+2) - F(a), Fla = 1)) =
( ( a+1),F(a—1)) = (F(a), Fla = 1)) =1,

¢im je uloha vyrieSena.



T-4. Nech n je celé kladné ¢islo. Stvorec ABCD je rozdeleny na n? jednotkoviych
Stvorcov. Kazdy z tychto Stvorcov je dalej rozdeleny na dva trojuholniky uhloprieckou
rovnobeznou s useckou BD. Niektore z vrcholov malych stvorcov su zafarbené na cerveno
tak, Ze kazdy z 2n? vytvorensjch trojuholnikov md aspori jeden cervenyj vrchol. Ndjdite
najmensi mozny pocet cervenych vrcholov. (Slovinsko)

Riesenie. Najmensi mozny pocet cervenych vrcholov je

]

Najskor ukazeme vyhovujice ofarbenie s takymto poctom. V druhej ¢asti dokdzeme, ze
mensi pocet ¢ervenych vrcholov nestaci.

Namiesto Stvorca budeme uvazovat kosostvorec ABC D, v ktorom namiesto pra-
vouhlych rovnoramennych trojuholnikov budt rovnostranné trojuholniky. Kosostvorec
pokryjeme pravidelnymi jednotkovymi Sestuholnikmi tak, aby vrchol A lezal vo vrchole
Sestuholnika. Stred kazdého Sestuholnika zafarbime ¢ervenou (na obr. 2 sivou). Zrejme
kazdy rovnostranny trojuholnik lezi v niektorom Sestuholniku a teda mé ¢erveny vrchol.

@ [ o\ o\
AVAVAVAVAVAVAVA

(VAVAVAVAVAVAVA
(S INAINATTN
\_/ ./ /"

Obr. 2

Ozna¢me a,, pocet Cervenych vrcholov pri tomto ofarbeni. Stranu AB rozdelme
bodmi Ay, As, ..., A,_1 na n jednotkovych usekov. Podobne oznaéme body B, ...,
B, 1naBC,Cy,...,Ch_1naCDaDq,..., D, 1naDA.

Kazdy spomedzi n vrcholov na priamke A;B,,_1 je ¢erveny (obr.3). Rovnobezky
AsB,,_o, A3B,_3 nemaju ziadne cervené vrcholy. Rovnobezka A4B, _4 obsahuje o 3
cervené vrcholy menej ako A1 B, 1, t.j. n — 3. Podobne lezia c¢ervené vrcholy na
priamkach A7B,,_7, A19Bn_10, atd. Ich pocet zakazdym klesne o 3. Z druhej strany
uhlopriecky AC' mame n — 1 éervenych vrcholov na CyD,,_>, n — 4 na CsD,,_5 atd.
Takze celkovy pocet ¢ervenych vrcholov je

an=Mn+n=3)+(n—6)+...)+(n—D+n—-4)+n-T)+...).
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Ak n = 3k+1, tak a, = 3n(n+2), pre n = 3k+2 dostaneme a,, = 3(n+1)? a v pripade
n = 3k + 3 dostaneme a,, = $n(n + 2). Vieobecne mozno tento poet vyjadrit vzatahom
_ 1 2

Oznacme b,, najmensi mozny pocet ¢ervenych vrcholov. Zrejme b; = 1. V kazdom
rovnostrannom trojuholniku zlozenom zo $tyroch jednotkovych trojuholnikov (obr.4)
musia byt zrejme zafarbené ¢ervenou aspon dva vrcholy. Kazdy z malych vyznacenych

.....

vyznacené trojuholniky aspon dva. Preto b =2 2+ 1 =3 ab3 =2 1+1+1+2=05.

Obr. 4 Obr. ba Obr. 5b

Pre n = 1,2,3 sme ukézali b, = a,, teda nutne b,, = a,,. Pre ostatné hodnoty n
pouzijeme matematickti indukciu, ktorej prvy krok sme uz urobili. V druhom kroku
dokazeme, ze ak b,_3 = a,,_3, tak b, = a,.

Nech n = 3k+2. Ako ukazuje obr. 6a, potrebujeme aspon b,,_3+(2k+1)by Gervenych
vrcholov, t.j.

by = b3+ (2k+1)-3= {@an—l: {@J = ap.



Ak n = 3k + 3, dostdvame odhad (obr. 6b)

—92)2
by = bp_3+2kby +2+1+1+1= {%J +2(n—3)+5= {T

AVAVAVAREERY AVAVAVAY AVA
AVAEEZYY i &Y ,VAVAY,
AVARRRY (55 AV SAVA

Obr. 6a Obr. 6b

Napokon, ak n = 3k + 1, tak z obr. 6c mame
_9)2 2
by Zbp—3+2k—-1)+1)by+1+14+1+1= {MJ +2n—1= {MJ —a,.

Vo vsetkych pripadoch b,, 2 a,, teda b,, = a,,.

/N

JAVAVAVAREE AVAVAVAVAVAVAV/
AVARXXYY Sy AVAVAY,
AVARRRY 555 AV AVAY

T-5. Kruznica vpisand trojuholniku ABC sa dotgka stran BC, CA a AB postupne
v bodoch D, E a F. Nech K je bod simerny s bodom D podla stredu vpisanej kruZnice.
Priamky DE a FK sa pretinaji v bode S. Dokazte, Ze priamka AS je rovnobeznd s BC'.

(Polsko)

Riesenie. Nech S’ je priese¢nik priamky F'K a rovnobezky so stranou BC vedenej
bodom A. Nagou tlohou je dokézat, ze body S’, D, E lezia na jednej priamke. Priese¢nik
strany AB s doty¢nicou ku vpisanej kruznici vedenou bodom K ozna¢me @ (obr. 7).

Zrejme KQ || BC. Preto
|KAS'F| = |£QKF|=|{£QFK]|,
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z ¢oho |AS'| = |AF| = |AE)|. Plati tiez |DC| = |EC| a BC || AS’. Takze
|LCDE| = |{CED| = |{AES'| = |{AS'E| = |{AES|
a S, D, F naozaj lezia na jednej priamke.

C

S/

A Q F B
Obr. 7

Iné riesenie. Oznac¢me a = |£BAC|, f = |{ABC| a I stred vpisanej kruznice. Potom
|4IDF| = |£IFD| = 3 = |£AFS],

lebo |[AKFD| = |£AFI| = 90°. Kedze |{FDS| = 1|4FIE| = 90° — 1a (AFIE

je tetivovy) a |[LAIF| = 90° — /2, st trojuholniky AFI, SFD podobné. Z pomeru

podobnosti mame |AF|: |SF| = |[F|:|DF|az|{AFS| = |£IFD| vyplyva podobnost

trojuholnikov AF'S, IFD, odkial |AF| = |AS| = |AE|. Z podobnosti trojuholnikov

ASE, CDE dostavame |{SAFE| = 180° — a — 3, a teda |[{BAS| + |£{ABC| = 180°.

T-6. Nech A, B, C, D, E su také body, ze ABCD je tetivovy Stvoruholnik a ABDE
je rovnobeznik. Uhlopriecky AC a BD sa pretinaji v bode S a polpriamky AB a DC
v bode F. Dokdzte, ze |{AFS| = |{ECD|. (Chorvatsko)

Riesenie. Oznacme M a N péity kolmic spustenych z bodu S na priamky AB a CD.
Stvoruholnik SM FN je tetivovy, lebo jeho dva protilahlé uhly st pravé (obr. 8). Z obvo-

E




dovych uhlov teda |£ AFS| = |{M NS)|. Potrebujeme dokazaft, ze |[{MNS| = |{ECD|.
Na to sta¢i ukazat podobnost trojuholnikov M SN, EDC. Kedze stvoruholnik ABC D
je tetivovy, trojuholniky ABS, DCS st podobné. Usecky SM, SN s vyskami v tychto
trojuholnikoch, preto |SM| : |[SN| = |AB| : |CD| = |ED| : |CD)|. Pre velkosti uhlov
navyse mame

AMSN =180° — LAFD = {EDF = {EDC,

takze trojuholniky M SN, EDC st naozaj podobné.

Iné riesenie. Priamka F'S pretina priamky AD, DE postupne v bodoch, ktoré ozna-
¢ime X, Z (obr.9). Dalej nech |[{BAD| = «, |[{ADF| = §, |AB| = a, |CD| = c.
Staci dokazaft, Ze trojuholniky CDE, ZDF st podobné, pretoze potom |[{ECD| =
= |ADZF| = |{AFS)|. Tieto trojuholniky maji jeden uhol spolo¢ny, takze ostéva
ukazat, ze |ZD|: |[FD| =c: a.

Podla sinusovej vety v trojuholniku BF'C plati |CF|: |BF| =sind : sina, lebo

|{FBC| =180° — |{ABC| = |{CDA| = 5,
|{FCB| =180° — |{BCD| = |{BAD| = a.

Z Ceévovej vety pre trojuholnik AF'D a bod S vyplyva

1_|DX| |AB| |CF| _|DX| a sind 1)
- |AX| |BF| |DC| |AX| c¢ sina’

Z podobnosti trojuholnikov AF X, DZX mame |ZD| = |AF|-|DX|/|AX|, a zo sinusovej
vety v trojuholniku AFD dostavame |AF| = |FD| - sind/sina. Takze pre skimany
pomer ZD : FD s vyuzitim (1) plati

|ZD| |AF| |DX| siné |DX| ¢
|\FD| |FD| |AX| sina |AX| a
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T-7. Pre celé nezdporné cislo n definujme a,, ako cislo, ktorého dekadicky zdpis md
tvar

10...020...020...01.
—— N N~

n n n

Dokazte, Ze an,/3 sa dd vidy vyjadrit ako sucet tretich mocnin dvoch celych kladnych
¢isel, ale nikdy sa nedd vyjadrit ako siucet druhych mocnin dvoch celych cisel.
(Svajciarsko)

Riesenie. Najskor dokézeme, Ze a,, /3 nie je pre ziadne n suc¢tom dvoch Stvorcov. Druhé
mocniny davaji po deleni styrmi iba zvysky 0 a 1, takze cisla, ktoré s suctom dvoch
Stvorcov, mozu po deleni Styrmi dévaft iba zvysok 0, 1 alebo 2. Ale a,,/3 déva zvySok 3,
lebo a,, dava zvysok 1.2

Po chvili sktiSania najdeme vztah

an (1071 42 3+ 2.10"+! 4 1\°
3 3 3 ’

ktory po trividlnej iprave vyplyva z vyjadrenia a, = 10373 +2.10?"+2 4+ 2.10"*+! 4 1.
Obe ¢isla v zatvorkach st prirodzené, lebo 10"*! = 1 (mod 3). Takze a,, /3 sa d4 vidy
vyjadrit ako sucet dvoch tretich mocnin.

T-8. Je dan€ celé kladné cislo n, ktoré nie je mocninou cisla 2. Ukdzte, Ze existuje celé
kladné c¢islo m s nasledujucimi dvoma vlastnostamsi:
(i) m je sucinom dvoch po sebe idicich celjch kladnych cisel;
(ii) dekadicky zapis ¢isla m pozostdva z dvoch identickych blokov n ¢islic.
(Polsko)

RieSenie. Podla Mihailescuho vety® jedinym rieSenim rovnice 2% — y® = 1 v obore

.....

mocninou prvocisla. Podla zadania ma n aspon jedného neparneho delitela & = 3. Ak
n = ki, tak

10" + 1 = (10" + 1 = (10" + 1) ((10Y)F~* — (10")*=2 + ... — 10" + 1),

teda 10™ 4 1 m4 netrividlneho delitela 10’ + 1 a nemdze to byt prvoéislo. Z uvedeného

.....

Nasou ulohou je dokéazat existenciu takého prirodzeného éisla ¢, s, Ze
m = (10" 4+ 1)t = abt = s(s — 1),

pricom dekadicky zapis ¢ obsahuje presne n cifier.

Najskor ukdzeme, Ze existuje prirodzené ¢islo s delitelné ¢islom a, pre ktoré s =
= 1 (mod b). Cisla a, 2a, ..., (b — 1)a, ba st vSetky nasobkami a a vzhladom na
nesudelitelnost ¢isel a, b davaju po deleni b rozne zvysky. Preto prave jedno z nich déva

2 Inou moznostou, ako urcit zvysok a, /3 po deleni §tyrmi, je uvedomit si, ze toto ¢islo pre n = 1 vzdy
konci dvojéislim 67.
3 Znama je ako Catalanova hypotéza, dokdzand bola v roku 2002.
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zvy$ok 1 a mozeme ho zobraf za s. Podobne najdeme s’, ktoré je nasobkom b a splia
s’ =1 (mod a).

Cisla s, s’ st kladné a mensie ako 10™. Obe ¢isla s(s — 1) a s'(s’ — 1) st delitelné
¢islom ab a mensie ako 10?". Navyse s + s = 1 (mod ab). Cislo s + s’ je vicsie ako 1
a mensie ako 2-10™. Nutne teda s+s = ab+1 = 10" +2, ¢ize aspon jedno z éisel s, s’ je

.....

takze s(s — 1) m4 presne 2n cifier a spliia vSetky potrebné podmienky.
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