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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia uloh okresného kola kategorie Z8

Informaécia pre okresnu komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tlohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 9 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie vysledkovych listin okresnych ko6l predsedom KKMO alebo nimi poverenej
osobe.

Upozorriujeme tiez na moznost zverejnit vysledkovu listinu okresného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovii listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom forméte, v akom si ju zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo forméte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny format, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak prave 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prdve traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak zZiakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vSetkych
ziakov.

1. Deti na tdbore ziskavali za splnené ulohy body. Tie bolo mozné dalej menit: pit bodov
za samolepku, Sest bodov za peciatku. Jaro si prepocital, Ze keby chcel len samolepky,
zvysil by mu jeden bod nevyuzity. Keby si vybral len peciatky, nevyuzil by tri body. Na-
koniec dokdzal uplatnit vietky svoje body, pricom ziskal dvojndsobné mmnoZstvo peciatok
ako samolepiek. Kolko najmenej bodov mohol mat Jaro pred menenim?

(Eva Semeradova)

Riesenie. Uvazujeme pocty samolepiek a peciatok vyhovujice poslednej uvedenej
podmienke, potom kontrolujeme ostatné poziadavky:

Jednu samolepku a dve peciatky mozno ziskat za 17 bodov (5 + 2 -6 = 17). Pri
zmene 17 bodov len za samolepky by sa dva body nevyuzili (zvySok po deleni 17 : 5
je 2), ¢o nesthlasi so zadanim.

Pre s samolepiek mame 2s peciatok a 17s bodov. Hladdme najmensie s také, Ze
17s dava po deleni piatimi zvysok jedna a po deleni Siestimi zvysok tri:

samolepky 1 2 3
peciatky 2 4 6
body 17 34 51
zvysok po del. 5 2 4 1
zvysok po del. 6 5 4 3

Jaro mal pred menenim najmenej 51 bodov.

Iné riesenie. Uvazujeme pocCty samolepiek a peciatok vyhovujice prvym dvom pod-
mienkam, potom kontrolujeme ostatné poziadavky:

Pri meneni bodov len za samolepky by sa jeden bod nevyuzil; mozné pocty su
(ndsobky piatich zvii¢sené o jedna)

6, 11, 16, 21, 26, 31, 36, 41, 46, 51, ...
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Pri meneni bodov len za peciatky by sa tri body nevyuzili; mozné pocty st (ndsobky
Siestich zvicsené o tri)

9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51, ...

Hodnoty vyhovujice obom poziadavkam sticasne sii vyznacené silno.

Bezo zvysku mozno 21 bodov zmenit jedine za tri samolepky a jednu peciatku
(21 = 3-5+1-6). V takom pripade by nebolo peéiatok dvojnisobné mnozstvo ako
samolepiek.

Bezo zvysku mozno 51 bodov zmenit bud za tri samolepky a Sest peciatok, alebo
za devit samolepiek a jednu peciatku (51 =3:-546-6 =9-5+6). V prvom pripade
je peciatok dvojnésobné mnozstvo ako samolepiek.

Jaro mal pred menenim najmenej 51 bodov.

Poznamka. Vyssie diskutované podmienky pre neznamy pocet bodov st:
e zvySok po deleni piatimi je jedna,
e zvysSok po deleni Siestimi je tri,
e zvysSok po deleni sedemnastimi je nula.
VsSetky prirodzené cisla vyhovujice tymto trom podmienkam st tvaru 51 +
+5-6-17-k = 51 4 510k, pricom k je Tubovolné nezaporné celé é&islo. Uloha stvisi
s tzv. ¢inskou vetou o zvyskoch.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za najdenie systému preverovania moznosti (ndsobky 17 v prvom riesen,
spravne zvysky v druhom rieseni); 2 body za dorieSenie tlohy; 2 body za tplnost a kvalitu komentéara.

2. Eliska umiestriovala koldce do skatul, z ktorych potom postavila pyramidu ako na
obrdazku. Pritom kaZdd Skatula vo vyssom rade obsahovala tolko koldcov ako dve suse-
diace skatule pod nou dokopy. V troch skatuliach oznacenyjch hviezdickami bolo tri, pdit
a Sest koldcov. Eliska si v§imla, Ze keby oznacené skatule akokolvek zamenila a podla
predchadzajuceho pravidla upravila pocty kolacov v ostatnych skatuliach, celkovy pocet
koldc¢ov by sa nezmensil. Kolko koldc¢ov bolo v oznacenej skatuli v druhom rade zdola?

(Libuse Hozova)

Riesenie. Pocty kolacov v dolnom rade pyramidy oznac¢ime postupne a, b, ¢, d a z toho
vyjadrime pocty v ostatnych skatuliach:

a+3b+3c+d

a+2b+c b+2c+d

a-+b b+ c c+d




Sucet vsetkych uvedenych ¢isel je
4da+9b+9c+4d =4(a+d) +9(b+ ¢).

Cisla v gkatuliach oznacenych hviezdickami st a, d a b + ¢, ¢o st (az na poradie)
¢isla 3, 5 a 6. Celkovy sucet je najmensi mozny prave vtedy, ked ¢islo b + ¢ (t.j. ¢islo
prispievajuce do suétu najvicsou vahou) je najmensie mozné, teda 3.

V oznacenej skatuli v druhom rade zdola boli tri kolace.

Pozndmka. Ulohu mozno riesit aj rozborom vsetkjch moznych rozmiestneni znamych
poctov kolacov. Vzhladom na zrejmé symetrie staci uvazovat tri pripady:
e a=3,d=2>5,b+c=6, co dava celkovy sucet 86,
e a=3,d=6,b+ c=>5, ¢o dava celkovy sucet 81,
e a=>5,d=06,b+ c=3, codava celkovy sucet 71.
Najmensi stcet nastava v trefom pripade, ¢o sthlasi s predchadzajicimi zavermi.

Navrh hodnotenia. 3 body za vSeobecné doplnenie pyramidy, resp. rozbor moznosti; 3 body za doriesenie
ulohy.

3. Pre vseobecny trojuholnik ABC' si dané body D, E, F':
e bod D je v tretine usecky AB, blizsie k bodu A,
e bod FE je v tretine usecky BC, blizsie k bodu B,
e bod I je v tretine usecky CD, blizsie k bodu C'.
Urcte pomer obsahov trojuholnikov ABC a DEF. (Alzbeta Bohinikova)

Riesenie. Kvoli prehladnosti situdciu najskoér znazornime:

C

A D B

Trojuholniky ABC a DBC maja rovnaka vysku z vrcholu C a protilahlé strany
(AB a DB) st v pomere 3 : 2. V rovnakom pomere st tiez ich obsahy,

SABC . SDBC =3:2.

Trojuholniky BC'D a EC'D maju rovnakt vysku z vrcholu D a protilahlé strany
(BC a EC) st v pomere 3 : 2. V rovnakom pomere su tiez ich obsahy, ¢o spolu
s predchadzajucim vysledkom dava

SABC’ . SEC’D =9:4.

3



Trojuholniky CDE a FDE maja rovnaka vysku z vrcholu E a protilahlé strany
(CD a FD) st v pomere 3 : 2. V rovnakom pomere su tiez ich obsahy, ¢o spolu
s predchadzajicimi vysledkami dava

SABC . SDEF =27:8.

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za znézornenie situacie; po 1 bode za kazdé z ¢iastonych pozorovani; 2 body
za zaver a kvalitu komentara.
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