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60. ro¢énik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Rozhodnite, ¢i medzi vsetkymi osemcifernymi ndsobkami c¢isla 4 je viac tych, ktoré
vo svojom dekadickom zdpise obsahuji cifru 1, alebo tych, ktoré cifru 1 neobsahugjii.
(Jan Mazak)

Riesenie. Najskor ur¢ime pocet u vSetkych osemcifernych ¢isel delitelnych Styrmi.
Kazdé také ¢islo mé vo svojom zapise na prvom mieste zlava nenulovu cifru. Mame tak
9 moznosti. Na nasledujticich piatich miestach méa Tubovolnu cifru desiatkovej ststavy,
t.j. pre kazda poziciu méme 10 moznosti, a koné¢i dvojéislim, ktoré je delitelné Styrmi,
t.j. 00, 04, 08, 12, 16, 20, 24, ..., 96, celkom teda 25 moznosti. Preto

u=9-10°-25= 22500 000.

Podobnt iivahu mozno urobit aj pri hfadani po¢tu v vSetkych osemcifernych éisel
delitelnych $tyrmi, ktoré vo svojom desiatkovom zéapise meobsahuji cifru 1. Pre prvi
poziciu zlava mame teraz 8 moznosti a pre kazda dal$iu z piatich nasledujicich pozicii
méame 9 moznosti. Na poslednych dvoch miestach sprava musi byt dvojéislie delitelné
Styrmi, ktoré vSak neobsahuje cifru 1. St to vSetky dvojcislia z predchadzajiceho odseku
okrem 12 a 16, teda 23 moznosti. Preto

v=28-9°.23=10865016.

Zaver. Kedze u > 2v, je medzi osemcifernymi nasobkami ¢isla 4 viac tych, ktoré vo
svojom (desiatkovom) zépise cifru 1 obsahuji, ako tych, ktoré ju neobsahuju.

Pozndmka. Pocet u vSetkych osemcifernych nasobkov ¢isla 4 mozno urcit aj jednoduchou
uvahou: najmensi nasobok je A = 10000000, najvicsi je B = 99999 996, takze hladany
podet je +(B— A) +1= (B +4— A) = 22500 000.
Na dokaz nerovnosti v > 2v nie je nutné v vyc¢islit, pretoze podiel
u_9-105-25_9 105 25
v 8-95.23 _8'(9> 23

sa d4 dobre odhadntf pomocou binomickej vety
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Za tplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za spravne vyjadrenie u, 3 body za spravne vyjadrenie v
a 1 bod za dékaz nerovnosti u > 2v alebo nerovnosti s nou ekvivalentnou. Za numerické chyby pri
vypocte strhnite nanajvys 1 bod.



2. Dany je trojuholnik ABC' s obsahom S. Vnatri trojuholnika, ktorého vrcholmi su
stredy strdn trojuholnika ABC, je lubovolne zvoleny bod O. Oznacme A, B', C’
postupne obrazy bodov A, B, C v stredovej siumernosti podla bodu O. Dokdzte, Ze
Sestuholnik AC' BA'CB’ md obsah 2S. (Pavel Leischner)

Riesenie. Oznac¢me U trojuholnik s vrcholmi v stredoch stran BC', CA, AB daného
trojuholnika ABC. Obsah trojuholnika XY Z budeme oznacovat Sxyz.

KedZe body A’, B’, C' st zaroven obrazmi bodu O v rovnolahlostiach so stredmi
v zodpovedajucich vrcholoch trojuholnika ABC' a koeficientom 2, vyplyva z predpo-
kladu tlohy, ze body A’, B’, C’ lezia postupne vnutri trojuholnikov AqC'B, CByA
a BAC) (to st obrazy trojuholnika U v uvedenych rovnolahlostiach, na obr.1 je U
vyznaceny sivou farbou). Hranica trojuholnika A’B’C’ teda pretne strany AB, BC,
C A postupne v ich vnutornych bodoch D, E, F, G, H, I.

Obr. 1

Kedze trojuholnik A’B’C’ je obrazom trojuholnika ABC v stredovej stimernosti
podla stredu O, st navzajom si zodpovedajice strany rovnobezné a v tej istej simernosti
si zodpovedaju dvojice bodov D a G, E a H aj F' a I. Preto podla vety wu je kazdy
z trojuholnikov ADI, EBF, HGC podobny trojuholniku ABC'. Oznac¢me ki, ko, k3
koeficienty podobnosti, ktoré zobrazia trojuholnik ABC postupne na trojuholniky ADI,
EBF, HGC. Obrazy trojuholnikov ADI, EBF, HGC v stredovej simernosti podla
stredu O st postupne trojuholniky A'GF, HB'I, EDC’. Tie su tiez podobné s troj-
uholnikom ABC, pricom zodpovedajuce koeficienty podobnosti, ktoré na ne zobrazia
trojuholnik ABC, st opif ki, ko, k3. Ak oznacime c dlzku strany AB, plati pre dlzky
usekov na strane AB

Cc1 = |AD| = kzlc, Coy = |EB| = k’QC, C3 = |DE| = ]{736,
takze
CcC=1C + C2 —+ C3 = ]{710 =+ ]{JQC —+ k?3C = (]{31 + ]{72 + k?g)c, odkial’ kl + kQ —+ IC3 = ].

Z podobnosti trojuholnikov ABC a EDC’ dalej vyplyva, ze velkost vysky z vrcholu C’
na stranu AB v trojuholniku ABC’ je rovna ksv,, pricom v, je velkost vysky z vrcholu C
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v trojuholniku ABC'. Preto
1 1
Sapcr = 3¢ kv, = k‘3<§cvc> = k3S.

Analogicky Spcar = k1S a Scap = k2S. Pre obsah S’ Sestuholnika AC'BA'C B’ tak
plati

S" = Sapc + Spca +Scap + Saper = (1 + k1 + ko + k3)S = 285.
Iné riesenie. Oznacme K, L, M stredy stran AB, BC, C'A. Rovnolahlost so stre-
dom A a koeficientom 2 zobrazi trojuholnik M KO na trojuholnik CBA’ (obr. 2), preto

Scpar =4 - Syio. Podobne Sacp =4 Skro a Spacr =4 - Spymo. Odtial

Scpar +Sace +SBacr =4 Skrm =5,

a teda Sestuholnik AC’BA’C' B’ mé obsah 2S.

C

Obr. 2

Iné riesenie. Ak je bod O totozny s taziskom T trojuholnika ABC' (O = T), je tvrdenie
ﬁlohy splnené, lebo SA'BC = STBC, SB’CA = STCA a SC’AB = STAB (ObI‘. 3).

Predpokladajme teraz, ze bod O sa pohybuje vnutri trojuholnika ¢/ po priamke p
rovnobeznej so stranou BC'. Ukazeme, Ze sa pritom obsah Sestuholnika AC'BA'C B’
nemeni. Body A’, B’ a C’ lezia na rovnobezkdch s priamkou p, preto sa nemeni
obsah trojuholnika A’BC' ani obsahy rovnobeznika BC'B’C’ a trojuholnika B’'C’A
(obr.4). Obsah Sestuholnika AC' BA’C' B’ teda od polohy bodu O na priamke p nezavisi.
Podobne mozno ukézat, Ze sa obsah Sestuholnika AC’ BA'C' B’ nemeni, ani ked sa bod O
pohybuje po rovnobezke so stranou AC'.

Lubovolny vnutorny bod O trojuholnika U pritom ziskame ako obraz taziska T
trojuholnika ABC' v zobrazeni zloZzenom z dvoch posunuti, a to z posunutia v smere
rovnobeznom so stranou BC' a z posunutia v smere rovnobeznom so stranou AC. Preto
pre kazdy bod O vnutri trojuholnika ¢4 ma Sestuholnik AC' BA'C B’ rovnaky obsah ako
Sestuholnik zodpovedajici bodu O = T, teda obsah 25, ¢o sme chceli dokazat.

Iné riesenie. Oznacéme O’ Iubovolny vnutorny bod trojuholnika ABC. Kedze obsah
skiimaného Sestuholnika je rovny stétu obsahov troch stvoruholnikov AC' BO’, BA'CO’
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B/ AI
O
A B
C p
Obr. 3 Obr. 4

a CB'AO’, bude tvrdenie tlohy zrejme platit, ak dokdzeme bod O’ vybrat tak, aby
vSetky tri spomenuté Stvoruholniky boli rovnobezniky. Kedze

_A+A  B+B  CH+C

2 2 27

O
maju body A’, B’, C' vyjadrenia
A=20-A, B =20-B, ' =20-C,

takze potrebné rovnosti

A+B C'+0" B+C A+0" C+A B +0
2 2 7 2 2 7 2 2

budt splnené prave vtedy, ked bod O’ bude mat vyjadrenie O’ = A + B + C — 20,
¢ize O’ = 3T — 20, pricom T = +(A+ B+ C) je tazisko trojuholnika ABC. Odvoden4
rovnost zapisana v tvare O’ — T = 2(T — O) znamen4, ze zelany bod O’ je uréeny ako
obraz bodu O v rovnolahlosti so stredom T" a koeficientom —2. V nej je v8ak obrazom
trojuholnika U pdvodny trojuholnik ABC, takze vnutorny bod O trojuholnika U sa
naozaj zobrazi na vniatorny bod O’ trojuholnika ABC, ako sme potrebovali dokézaf.

Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Za uvedenie (a zdévodnenie) akychkolvek ¢iastoénych vysledkov, ktoré
vedll na uplné riesenie ulohy, dajte v sucte najviac 4 body.

3. Uréte vsetky dvojice (m,n) kladnych celych éisel, pre ktoré je ¢islo 4(mn+1) delitelné
¢islom (m + n)?. (Tomas Jurik)

RieSenie. Najskor si uvedomme, Ze s kazdou dvojicou (m,n) prirodzenych &isel, ktora
ulohe vyhovuje, jej vyhovuje aj dvojica (n, m). Preto méZzeme bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladat, ze m = n.
Ak prirodzené &islo A = (m +n)? deli prirodzené &slo B = 4(mn + 1), nutne plati
(m+n)? <4(mn+1),  &ze (m—n)? <4



Preto 0 < m — n < 2. Nastane teda prave jedna z troch nasledujicich moznosti:
> m =n, potom A =4n?, B =4n? + 4 a A deli B prave vtedy, ked 4n? deli 4, teda
n = 1. Dostdvame jedno riesenie (m,n) = (1,1).
> m=n+1, potom A =4n?+4n+1, B = 4n?+4n+4 = A+3. Cislo A deli B prave
vtedy, ked 4n? + 4n + 1 deli 3. AvSak pre kladné celé ¢isla n plati 4n? +4n +1 >
> 4+4+1=09, preto v tomto pripade nemé tloha rieSenie.
> m=n+2, potom A =4n? +8n +4, B = 4n? + 8n + 4. Vidime, 7e A = B, teda
kazda dvojica (m,n) = (n + 2,n) kladnych celych ¢isel je rieSenim zadanej tlohy.
Zdver. Ulohe vyhovuje dvojica (1,1) a dalej (vzhladom na symetriu neznamych m, n)
kazda z dvojic (k + 2,k) a (k, k + 2), pricom k je lubovolné prirodzené éislo.
Za 1iplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za odvodenie nerovnosti (m — n)? < 4. Dalej dajte
1 bod za najdenie rieSenia (1,1) (1 bod strhnite za jeho zabudnutie v inak plnom rieseni) a 2 body

za najdenie vsetkych zostavajucich rieSeni. Za uvedenie vSetkych rieseni bez akéhokolvek zdévodnenia
dajte nanajvys 2 body.

4. Nech M je mnozZina siestich navzdjom roznych kladnych celych cisel, ktorych sucet
je 60. Vsetky ich napiseme na steny kocky, na kaZdu prdve jedno z nich. V jednom
kroku zvolime lubovolné tri steny kocky, ktoré maju spolocény vrchol, a kaZdé z ¢isel na
tychto troch stendch zvdcsime o 1. Urcte pocet vsetkych takych mnozin M, ktorych cisla
moZno napisat na steny kocky uvedenym sposobom tak, Ze po konecnom pocte vhodnijch
krokov budi na vsetkych stendch rovnaké cisla. (Peter Novotny)

RiesSenie. Ozna¢me steny kocky Si, So, ..., Sg tak, ze stena S; je oproti stene Sg,
stena S, oproti S5 a S oproti S4. Cislo na stene S; ozna¢me c;. Zrejme Tubovolny
vrchol kocky patri vidy prave jednej stene z dvojice protilahlych stien. To znamend,

.....

protilahlych stendch. Ak mé teda na konci platif ¢; = co = ¢3 = ¢4 = ¢5 = ¢g, CiZe aj
c1+ce = c2 + C5 = C3 + 4, (1)

musia byt stéty c¢isel na protilahlych stendch kocky rovnaké uz na zaciatku (a zostana
rovnaké aj po kazdom kroku).

Ukézeme, ze podmienka (1) je zaroven postacujuca. Nech teda ¢isla na stenédch
kocky spliaji (1). Opiseme postupnost krokov, po ktorych budi na vsetkych stenach
Bez ujmy na vsSeobecnosti nech ¢; = p je najvicsie zo Siestich ¢isel na kocke. Urobime
(p — c2)-krat krok kogs a (p — c3)-krat krok ksse. Dosiahneme tak, Ze na stenach Sy,
S, S3 budi rovnaké ¢isla p. Vdaka podmienke (1) je aj na stendch Sy, S5, Sg rovnaké
Cislo, ktoré ozna¢me ¢. Ak este neplati p = ¢, sta¢i uz len (p — q)-krat urobit krok k456
(ak p > q), resp. (¢ — p)-krat krok k123 (ak ¢ > p).

Nasou tlohou je teda uréit pocet takych mnozin M = {¢y, ca, ¢3, ¢4, ¢5, ¢g } navzajom
roznych prirodzenych cisel, pre ktoré plati

ci+cy+cg+cat+cs+cg=60 a cg+cg=cy+c5=cg+cy.
Odtial vyplyva 3(c1 + c) = 60, teda
1+ cg = co+c5 =c3+ ¢y = 20. (2)

5



Bez ujmy na vSeobecnosti mdézeme zrejme predpokladat, Zze ¢; < c3 < ¢3 < ¢q4 < ¢5 <
< cg, Cize (vzhladom na rovnosti (2))

1 <ca<ce3<10<ey <cey<cg.

Pritom ku kazdej trojici (c1, ¢z, c3) spliiajicej ¢; < ¢ < 3 < 10 zvysné &isla cy, cs, cg
jednoznacne dopocitame z (2). Pocet vSetkych vyhovujicich mnozin M je teda rovny
poctu roéznych trojic prirodzenych &isel (cy, co, c3), ktoré spliiaji ¢; < co < c3 < 10, ¢o

je
9 :9.8.7:84.
3 1-2-3

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za najdenie a spravne zdévodnenie nutnej podmienky
(1); za dokaz, ze (1) je aj postacujicou podmienkou, dajte 2 body. Dalsie 2 body dajte za uréenie
poctu mnozin M.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek uplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsSetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi iplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby c¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.



