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1. V obore redlnych cisel vyrieste rovnicu
Vr+3++Vr=p

s nezndmou x a redlnym parametrom p. (Vojtech Balint)

RieSenie. Aby bola Tava strana rovnice definovand, musia byt oba vyrazy pod od-
mocninami nezdporné, ¢o je splnené prave pre vSetky x = 0. Pre nezdporné x potom
p =z + 3+ vz = /3, rovnica moze teda mat rieSenie iba pre p = /3.
Upravujme dant rovnicu:
Vi+vVr+3=p,
22 + 3+ 2/z(x + 3) = p?,
2\/z(z + 3) = p* — 2 — 3,
4a(x 4 3) = (p* — 22 — 3)?,
4% + 122 = p* + 422 + 9 — 4p*x — 6p® + 12z,
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KedZe sme dani rovnicu umoctiovali na druht, je nutné sa presvedéit skiaskou, ze
vypoéitané x je pre hodnotu parametra p > /3 rieSenim povodnej rovnice:
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Pri predposlednej tiprave sme vyuzili podmienku p > v/3 (ateda ajp?—3 > 0ap > 0),
takze \/(p? — 3)2 = p? — 3 a \/4p? = 2p.

Pozndmka. Namiesto skusky stac¢i overit, ze pre ndjdené x st vSetky umoctiované vyrazy
nezaporné, teda vlastne staci overit, ze

(p* = 3)(p* +3)
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Pre p > /3 to tak naozaj je.

Vynechat sktsku mozno aj takouto tivahou: Funkcia v/x + 344/ je zrejme rastica,
v bode 0 (ktory je krajnym bodom jej defini¢ného oboru) nadobtida hodnotu v/3 a zhora
je neohrani¢end. Preto kazdt hodnotu p > v/3 nadobtida pre prave jedno = = 0. Z toho
vyplyva, Ze pre p > /3 mé zadana rovnica prave jedno riesenie, a teda (jediné) najdené
rieSenie (1) musi vyhovovat.
Za Gplné rieSenie dajte 6 bodov. Za zabudnutie skusky (resp. vynechanie zdévodnenia, preco ju robit

netreba) strhnite jeden bod. Pri neuvedeni podmienky p 2> /3 dajte 3 body (¢ uz skuska je, alebo
nie — ak je, tak je chybne).



2. PozdlZ kruznice je rozmiestnenyjch 16 redlnych cisel so sictom 7.
a) Dokazte, Ze existuje usek piatich susednych cisel so sictom aspon 2.
b) Urcte nagmensie k také, Ze v opisanej situdcii mozno vidy ndjst usek k susednych
cisel so suctom aspon 3.

(Jan Mazak)

Riesenie. a) Medzi 16 ¢islami napisanymi pozdlz kruznice sa nachadza préave 16 tisekov
piatich susednych ¢isel (ak vyberieme Tubovolne jedno z napisanych ¢isel a od neho
oznad¢ime ¢&isla pozdlz kruznice postupne ako prvé, druhé, . .., Sestnéste, bude prvy tsek
tvoreny prvym az piatym c¢islom, druhy tsek druhym az Siestym c¢islom, ... a posledny
Sestnasty tsek bude tvoreny Sestndstym, prvym, druhym, tretim a Stvrtym ¢islom).

Tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladajme, ze uvazované tvrdenie neplati, teda
ze Cisla v kazdom z 16 tsekov maja sucet mensi ako 2. Celkovy sucet S5 vsetkych
16 suctov ¢isel v jednotlivych piticiach je tak mensi ako 16 - 2 = 32. AvSak kazdé
¢islo na kruznici je stcastou prave piatich tsekov piatich susednych éisel, teda kazdé
z 16 ¢isel je v uvedenom sucte zapocitané prave pitkrat. Preto je sucet Sy zaroven
rovny pitnasobku suc¢tu vetkych ¢isel na kruznici, ¢o je 35. To je v spore s odvodenou
nerovnostou S5 < 32. Na kruznici teda musi existovat pif po sebe iducich ¢isel, ktorych
sucet je aspon 2 (dokonca viac ako 2).

b) Najskor ukidzeme, 7e neplati k& < 6. Na to sta¢i pozdlz kruznice rozmiestnit
16 zhodnych ¢isel so sic¢tom 7. Stcet ¢isel v Tubovolnom tseku k ¢isel tak bude
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Nech teraz k = 7. Zopakovanim tvahy z ¢asti a) dokazeme, Ze vhodny tsek uZ
existuje: Predpokladajme naopak, Ze sucet Tubovolnych siedmich po sebe iducich ¢isel
(z danych Sestnastich) je mensi ako tri. Takych tsekov je pozdlZ kruznice Sestnast
(ich pocet od ¢isla k nezéavisi!), takze sucet Sy vSetkych 16 suctov ¢isel v jednotlivych
sedmiciach je mensi ako 16 - 3 = 48. Kazdé z danych 16 ¢isel je v stcte S7 zapocitané
sedemkrat, teda S; =7 -7 = 49, ¢o odporuje predoslému odhadu S; < 48.

Hladanym ¢islom k je ¢islo 7.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Za dokaz kazdej z Casti a) a b) dajte po 3 bodoch. Ak v ¢asti b) chyba
priklad, e k < 6 nevyhovuje, strhnite 2 body.

3. Zvonka daného trojuholnika ABC' su zostrojené stvorce ACDE, BCGF'. Dokadzte,
%e |AG| = |BD|. Dalej ukdste, Ze stredy oboch stvorcov spolu so stredmi tseciek AB
a DG si vrcholmi stvorca. (Pavel Leischner)

Riesenie. Kedze oba uhly BCG a DAC su pravé, uvazujme otoc¢enie okolo vrcholu C'
daného trojuholnika, v ktorom sa bod B zobrazi na bod G. V nom je zrejme obrazom

bodu D bod A a obrazom tsecky BD usecka GA (obr.1). Odtial vyplyva, ze |AG| =
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= |BD|, a tiez, ze tsecky AG a BD st navzajom kolmé.

D

Obr. 1

Oznac¢me postupne K, L, M, N stredy stran stvoruholnika ABGD. (Body N a L
st teda stredmi uvazovanych Stvorcov.) Vzhladom na to, ze tisetka KL je strednou
prieckou trojuholnika AG B a tsecka M N strednou prieckou trojuholnika AG D, mame
|[KL| = |AG| = |KL| a zérovenr MN || AG || KL. Podobne |[KN| = 1|BD| = |LM|
a zaroven KN || BD || LM. To znamena, ze K LM N je rovnobeznik. Kedze vSak vieme,
ze |AG| = |BD| anavyse AG L BD, je KLMN stvorec. Tym st vSetky tvrdenia tlohy
dokézané.

Iné riesenie. Ulohu vyriesime bez tvahy o otoceni. Pre dékaz rovnosti |AG| = |BD|
ukazeme, ze trojuholniky ACG a DC B st zhodné podla vety sus. Naozaj, |AC| = |DC|,
|CG| = |CB|a|{ACG| = |{ACB|+|{BCG| = |[£{ACB|+90° = |[{ACB|+|{ACD| =
= |LDCB|.

Use¢ky AG a BD ako strany zhodnjch trojuholnikov teda maji rovnaka dizku.
Aby sme overili, Ze s navyse navzajom kolmé, oznac¢ime P ich priesec¢nik a porovname
vnutorné uhly v trojuholnikoch APQ a DC'Q), pricom ( je priesecnik useciek AC' a BD.
Pri vrcholoch A a D st uhly zhodné vdaka overenej zhodnosti trojuholnikov ACG
a DC B, uhly pri vrchole @ sa tiez zhoduju (st vrcholové), takze sa zhoduja aj ich uhly
pri vrcholoch P a C| su teda oba pravé.

Z dokazanej zhodnosti aj kolmosti tseciek AG a BD odvodime, ze KLMN je
stvorec, rovnako ako v prvom rieseni.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za dokaz zhodnosti tseCiek AG a BD dajte 2 body, za dbékaz ich
kolmosti dalsie 2 body. Za dokoncenie dékazu tiez 2 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.



