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60. ro¢énik MO Riesenia 11loh domaceho kola kategorie C

1. Lucia napisala na tabulu dve nenulové ¢isla. Potom medzi ne postupne vkladala
znamienka plus, minus, krdat a delené a vsetky styri priklady spravne vypocitala. Medzi
vysledkami boli iba dve rozne hodnoty. Aké dve ¢isla mohla Lucia na tabulu napisat?

(Peter Novotny)

Riesenie. Ozna¢me hladané ¢isla a, b. KedZe b # 0, nutne a + b # a — b. Kazdé z ¢isel
a-b,a:bjerovné bud a + b, alebo a — b. Staci teda rozobrat Styri pripady a v kazdom
z nich vyriesit stustavu rovnic. Ukézeme si vSak rychlejsi postup.

Ak by platilo

a+b=a-b a a—b=a:b alebo a+b=a:b a a—-b=a-b,
vynésobenim rovnosti by sme v oboch pripadoch dostali a? — b?> = a2, ¢o je v spore
s b # 0. Preto su ¢isla a-b a a : b bud obe rovné a + b alebo obe rovné a — b. Tak ¢i tak
musi platif a-b = a : b, odkial po tprave a(b?> —1) = 0. KedZze a # 0, nutne b € {1, —1}.
Ale ak b =1, tak styri vysledky su postupne a + 1, a — 1, a, a, ¢o st pre kazdé a az tri

rozne hodnoty. Pre b = —1 mame vysledky a — 1, a + 1, —a, —a. Dva rozne vysledky
to budu préave vtedy, ked a — 1 = —a alebo a + 1 = —a. V prvom pripade dostavame
a= %, v druhom a = —%.

Lucia mohla na zaciatku na tabulu napisat bud ¢isla 3 a —1, alebo ¢isla —3 a —1.

\V]

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Méame tri ¢isla so suc¢tom 2010, pricom kazdé z nich je aritmetickym priemerom
zvysnych dvoch. Aké st to ¢isla? [Zostavime a vyrieSime ststavu rovnic, ¢isla musia
byt rovnaké a teda st rovné 670.]

N2. Mame tri ¢isla, o ktorych vieme, ze kazdé z nich je aritmetickym priemerom niektorych
dvoch z naSich troch ¢isel. Dokazte, ze naSe tri ¢isla st rovnaké. [Predpokladajme, ze
niektoré z nasich ¢isel je priemerom seba a iného z nasich ¢isel. Potom ich vieme oznacit
a, b, c tak, e a = (a + b)/2. Z tejto rovnosti vyplyva a = b. Cislo ¢ je bud priemerom
éisel a a b, z ¢oho hned méme, Ze je tymto ¢islam rovné, alebo je priemerom seba a
niektorého z &isel a, b, ¢ize ¢ = (¢ + a)/2, z toho opit dostaneme ¢ = a = b. Ak kazdé
z naSich &isel je aritmetickym priemerom zvySnych dvoch, rieSime predoslu tlohu.]

D1. Nech n je prirodzené Cislo vicsie ako 2. Mame n cisel so suc¢tom n, pricom kazdé z nich
je aritmetickym priemerom ostatnych ¢isel. Aké st to ¢isla? [Usporiadajme si nase éisla
podla velkosti, nech 1 < zo < ... < x,. Aritmeticky priemer skupiny &isel je aspon
taky, ako najmensie z nich. Aritmeticky priemer cisel x2,x3,... , Ty je preto aspon zz,
a je rovny x1 len v pripade, Ze ziadne z Cisel x3,... ,x, nie je vicsie ako x3. Z toho
hned dostavame, Ze vSetky nase ¢isla musia byt rovnaké a teda rovné 1.]

2. Dokdzte, Ze vyrazy 23z + y, 192 + 3y su delitelné cislom 50 pre rovnaké dvojice
prirodzenych cisel x, y. (Jaroslav Zhouf)

Riesenie. Predpokladajme, Ze pre dvojicu prirodzenych ¢isel x, y plati 50 | 23z + y.
Potom pre nejaké prirodzené ¢islo k plati 23z + y = 50k. Z tejto rovnosti dostaneme
y = 50k — 23z, ¢ize 19z + 3y = 19z + 3(50k — 23z) = 150k — 502 = 50(3k — x), takze
¢islo 192 + 3y je nasobkom ¢isla 50.

Podobne to funguje aj z druhej strany. Ak pre nejakii dvojicu prirodzenych c¢isel z,
y plati 50 | 192 + 3y, tak 192 + 3y = 50! pre nejaké prirodzené €islo [. Z tejto rovnosti



vyjadrime éislo y; dostaneme y = (50] — 19x)/3 (dalsi postup by bol podobny, aj keby
sme vyjadrili  miesto y). Po dosadeni dostaneme

50l — 192 69z 4 500 — 19z 50 - (z + 1)

3 3 B 3

23x +y =23z +

O vyslednom zlomku vieme, Ze je to prirodzené &islo. Citatel tohto zlomku je delitelny
¢islom 50. V menovateli je len ¢islo 3, ktoré je nestudelitelné s 50, preto sa ¢islo 50 nema
s ¢im z menovatela vykratit a teda ¢islo 23z + y je delitelné 50.

Iné riesenie. Zrejme 3 - (232 + y) — (192 + 3y) = 50z, ¢ize ak 50 deli jedno z Eisel
23x +y a 19z + 3y, tak deli aj druhé z nich.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Ukazte, ze kazdé prvodislo vicsie ako 3 sa d4 napisat v tvare 6k + 1 alebo 6k — 1 pre
vhodné prirodzené ¢islo k. [Kazdé prvocislo sa da napisat v tvare 6k + z, kde z je jeho
zvy$ok po deleni iestimi. Cisla 6k, 6k+2 a 6k 44 st evidentne delitelné dvoma, 6k +3
je delitelné tromi, preto ostavaju len éisla v tvare 6k + 1 a 6k + 5.]

N2. Nech = + 5y dava zvySok 1 po deleni 7. Aky zvySok po deleni 7 déva &islo 3z + 15y7
A ¢islo 4z + 13y? [KedZe x + 5y = Tk + 1 pre vhodné k, mame 3z + 15y = 3(7k+1) =
= 7.3k + 3, ¢ize zvysok je 3. Podobne 4z + 20y = 4(7k + 1) = 7 - 4k + 4, pritom é&islo
4z + 13y sa od 4z + 20y 1isi len o nasobok 7, preto ddva rovnaky zvysok.]

D1. Dokézte, ze ak pre celé ¢isla a, b, ¢ plati 7 | a — 3b + 5¢, tak plati aj 7 | 4a + 2b — c.
Zistite, ¢i plati opa¢nd implikacia. [Plati aj opa¢na implikicia. Navod: (4da + 2b —¢) —
—4(a —3b+ 5¢) = 14b — 21c = 7(2b — 3¢).]

D2. Dokézte, ze ku kazdému celému éislu x existuje celé ¢islo y také, ze 192+ 3y je delitelné
50. [Cislo 192 déva po deleni 50 zvysok, ktory oznacime z. Chceme ukazat, ze pre
Iubovolné z vieme najst y tak, aby ¢islo 3y davalo zvysok 50 — z. Vezmime si ¢isla
3-1,3-2,3-3,...,3-50. Keby dve z tychto ¢isel, povedzme 3i a 3j, davali rovnaky
zvySok, musi byt ich rozdiel 3(i — j) delitelny 50. Pritom 3 a 50 st nestudelitelné, preto
50 | i — j. To vsak nie je moZné, lebo 1 < i — j < 49. Preto vymenované ¢isla davajt
vSetky mozné rozne zvysky po deleni 50, a teda jedno z nich dava zvysok 50 — z.]

3. Mdme stvorec ABCD so stranou dlzky 1 cm. Body K a L st stredy strain DA o DC.
Bod P lezi na strane AB tak, Ze |BP| = 2|AP|. Bod Q lezi na strane BC' tak, Ze |CQ| =
= 2|BQ|. Usecky KQ a PL sa pretinaji v bode X. Obsahy $tvoruholnikov APXK,
BQXP, QCLX a LDKX oznacime postupne Sa, Sg, Sc, Sp (obr. 1).

a) Dokazte, Ze Sp = Sp.

b) Vypocitajte rozdiel Sc — Sa.

c) Vysvetlite, preco neplati So + Sc = Sp + Sp. (Peter Novotny)
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RieSenie. a) Stvoruholniky ABQK a DAPL st zhodné (jeden z nich je obrazom
druhého v otoceni o 90° so stredom v strede $tvorca ABCD). Preto maju aj rovnaky
obsah, ¢ize Sa4 + Sp = S4 + Sp. Z toho hned dostaneme Sg = Sp.

b) Lahko sa nam podari vypocitat obsah pravouhlého lichobeznika ABQK, lebo
pozname dizky zékladni aj vysku. Dostaneme

1 1 1 )
SA+SB:(§+§)'§:ECH12.

Podobne vypoctom obsahu lichobeznika PBC'L dostaneme

1 2 1 7
SC+SB:<§+§>'§:ECH12-

Od¢itanim prvej ziskanej rovnosti od druhej dostavame S¢c — S4 = % — % = %cm2.

c¢) Nerovnost medzi obsahmi S4 + S¢c a Sp + Sp (ktorych priame vypocty nie
su v silach ziakov 1. ro¢nika) moézeme zdévodnit nasledovnym sposobom: Stcet tychto
dvoch obsahov je 1cm?, takZe sa nerovnaji prave vtedy, ked je jeden z nich mensi ako
% cm?. Bude to obsah Sg+ Sp (rovny 2Sg, ako uZ vieme), ked ukazeme, Ze obsah Sp je
mensi ako % cm?. Urobime to tak, ze do celého stvorca ABC' D umiestnime bez prekrytia
styri kdpie stvoruholnika PBQ X . Ako ich umiestnime, vidime na obr. 2, pricom M, N

su stredy stran BC, AB a R, S body, ktoré delia strany C' D, DA v pomere 1 : 2.
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Obr. 2 Obr. 3

Iné rieSenie casti c). Tentoraz namiesto nerovnosti Sp + Sp < %ch dokazeme

ekvivalentnii nerovnost Sy +S¢c > % cm?. Preto sa pokusime ,,premiestnit“ stvoruholnik
APXK tak, aby lezal pri stvoruholniku XQCL a aby sa ich obsahy dali geometricky
scitat. Uhly AKQ a DLP st zhodné a |AK| = |DL|, preto moézeme Stvoruholnik
APX K premiestnit vo stvorci ABCD do jeho ,,rohu® D tak, Ze k Stvoruholniku XQCL
prilahne pozdlz strany LX svojou stranou LY, pricom Y je prieseénik tseciek SM
a PL z povodného rieSenia (obr.3). Obsah S4 + S¢ je potom obsahom Sestuholnika
DSY/X QC'. Preco je vicsi ako %cm2, mozeme zdovodnit napriklad takto:

Usecka spajajuca bod L so stredom U tsecky K () pretne tsecku SM v jej strede V.
Stvoruholnik UQMYV mé obsah rovny polovici obsahu rovnobeznika KQMS, teda
rovny obsahu trojuholnika K M S. Preto ma Sestuholnik DSV UQC obsah rovny obsahu

a to o obsah stvoruholnika XUVY. Teda naozaj S4 + S¢c > % cm?.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dany je lichobeznik ABCD s dlhsou zékladiiou AB a priese¢nikom uhlopriecok P.
Vieme, Ze obsah trojuholnika ABP je 16 a obsah trojuholnika BC'P je 10.
a) Vypoditajte obsah trojuholnika ADP.
b) Vypoditajte obsah lichobeznika ABCD.
[Trojuholniky ABC a ABD majt spolo¢nu stranu AB a rovnaké vysky na tato stranu,
teda majua rovnaky obsah. Preto maji rovnaky obsah trojuholniky ADP a BCP.
Obsah trojuholnika C D P vyratame napriklad z jeho podobnosti s trojuholnikom ABP,
pomer podobnosti je |AP|/|CP| = Sapp/Scpp. Dostaneme Sapcp = 169/4.]
N2. Vo stvorci ABCD s obsahom 1 ozna¢me K, L po rade stredy stran AB, AD. Priamky
CK a BL sa pretinaju v bode M, priamky C'L a KD sa pretinaju v bode N. Ukazte,

pocitat obsahy jednotlivych trojuholnikov ide len tazko. Pomohlo by premiestnit tieto
trojuholniky , viac k sebe“, aby sa ich obsahy dali geometricky sé¢itat. Napriklad vdaka
osovej sumernosti podla priamky AC je trojuholnik K LN zhodny s trojuholnikom
KLM. A obsah trojuholnika K BL uz vypocitame lahko, je to 1/8. Ostava ukézat, ze
obsah trojuholnika DCN je mensi ako 1/4. To hned vidno z toho, ze trojuholnik DCN
je sucastou trojuholnika DCL s obsahom 1/4.]

D1. V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me D pitu vysky z vrcholu C' a P, @ zodpo-
vedajice péty kolmic vedenych bodom D na strany AC a BC. Obsahy trojuholnikov
ADP, DCP, DBQ, CDQ oznaéme postupne S1, Sa, S3, S4. Vypocitajte Sy : S3, ak
S1:5,=2:3a853:54,=3:8. [C-55-1-5]

D2. V Iubovolnom konvexnom $tvoruholniku ABCD ozna¢me E stred strany BC a I stred
strany AD. Dokéazte, ze trojuholniky AED a BFC maja rovnaky obsah prave vtedy,
ked st strany AB a C'D rovnobezné. [C-54-1-3]

D3. Spojnica stredov stran AB a CD konvexného stvoruholnika ABCD rozdeli tento
$tvoruholnik na dve Casti s rovnakym obsahom. Ukézte, ze priamky AB a CD st
rovnobezné. [Oznaéme S a T po rade stredy stran AB a CD. Trojuholniky DST
a CST maju rovnaky obsah (rovnako dlhé strany DT a CT, spolo¢nd vyska). Preto
trojuholniky ADS a BCS maji rovnaky obsah, a kedZze maji rovnako dlhé strany
AS a BS, musia mat aj rovnaké vysky, ¢ize body D a C st rovnako vzdialené od
priamky AB.]

D4. Najdite vSetky konvexné Stvoruholniky ABCD s nasledujicou vlastnostou: v rovine
stvoruholnika ABCD existuje bod P taky, ze kazd4 priamka vedend bodom P rozdeli
Stvoruholnik ABC'D na dve ¢asti s rovnakym obsahom. [49-A-T1-4]

4. V skupine n Ziakov sa spolu niektori kamardtia. Vieme, Ze kazZdy mad medzi ostatngmsi
aspori Styroch kamardtov. Ucitelka chce Ziakov rozdelit ma dve nanajvys Stvorclenné
skupiny tak, Ze kaZdy bude mat vo svojej skupine aspon jedného kamardta.
a) Ukadzte, Ze v pripade n = 7 sa daju Ziaci poZadovanym sposobom vidy rozdelit.
b) Zistite, ¢i mozno Ziakov takto vZdy rozdelit aj v pripade n = 8.
(Tomas Jurik)

RieSenie. a) Jediny sposob, ako rozdelit 7 ziakov na dve nanajvys Stvorélenné skupiny,
je maf jednu troj¢lennt a jednu Stvorcélennt skupinu. Kazdy ziak zo Stvorclennej skupiny
pritom bude maft vo svojej skupine kamarata pri hocijakom rozdeleni, pretoZze sa nemoze
stat, Ze by vSetci jeho kamaréti boli v troj¢lennej skupine (st aspori Styria).

Takze staci rozdelit ziakov tak, Ze kazdy v troj¢lennej skupine ma v nej kamarata.
Preto do nej dame hociktorého zo ziakov a k nemu niektorych jeho dvoch kamaratov.

b) Vezmime hocijaké rozdelenie 8 ziakov na dve $tvorélenné skupiny. Ak toto roz-
delenie nevyhovuje uc¢itelkinmu zameru, mame nejakého ziaka X, ktory je zle zaradeny
— mé vSetkych svojich styroch kamaratov A, B, C, D v druhej skupine. Ukazeme, zZe
vieme vymenit X a niektorého zo ziakov A, B, C, D tak, Ze pocet zle zaradenych ziakov
sa zmensi.

Po kazdej zo $tyroch vymen prichadzajtcich do tivahy X prestane byt zle zaradeny
a vsetci traja ziaci, ktori budt s X v skupine, budi dobre zaradeni, lebo st to kamarati
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ziaka X. Ziaci K, L, M, ktori boli pred v§menou v skupine s X, mézu byt po vymene
zle zaradeni len vtedy, ak boli zle zaradeni aj predtym (lebo X nemal ani jedného
z nich za kamarata). Kedze ziak K ma Styroch kamaratov a nekamaréti sa s X, musi
maf aspon jedného kamarata Y aj v skupine obsahujtcej ziakov A, B, C, D, a ked
ziaka Y vymenime s X, bude mat vo svojej novej skupine za kamarata K.

Ukézali sme teda, ze vymenou ziakov X a Y pocet zle zaradenych ziakov klesol.
Dostali sme nejaké nové rozdelenie; ak v nom je aspon jeden ziak zle zaradeny, mozeme
zopakovat predosly postup a opit znizit pocet zle zaradenych Ziakov. Po nanajvys
o0smich krokoch dostaneme rozdelenie, v ktorom uz nie st ziadni zle zaradeni Ziaci.

Iné rieSenie casti b). Uvazujme vSetky mozné rozdelenia ziakov na dve Stvorc¢lenné
skupiny. Rozdelenia, kde niekto nemé vo svojej skupine ziadneho kamarata, budeme
nazyvat zIlé, ostatné budu dobreé.

Kolko je zlych rozdeleni? Ak ma ziak X aspon pit kamaratov, aspoi jeden z nich
musi byt v jeho skupine. Ak m4 ziak X iba Styroch kamaratov, a vSetci s v druhej
skupine, mame len jedno jediné rozdelenie s touto vlastnostou. Celkovo teda k danému
ziakovi X existuje nanajvys jedno rozdelenie, ktoré je zlé. Za X médzeme zobrat jedného
z 8 roznych ziakov, preto zlych rozdeleni je nanajvys 8 (niektoré sme mozno zaratali
viackrat). Pritom vSetkych rozdeleni je (;) = 35, Cize aspon 27 z nich je dobrych.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V istej triede ma kazdy ziak aspon jedného kamarata. Ukazte, ze vieme ziakov rozdelit
na dve skupiny tak, ze kazdy mé v druhej skupine aspoii jedného kamarata. [K tlohe
sa da pristupovat viacerymi poudénymi spésobmi, pozri vzorové rieSenie tlohy ¢&. 5
v 3. sérii zimnej ¢asti korespondenéného matematického seminara KMS, ro¢nik 2005/6,
http://kms.sk/archiv.]

N2. Kazdy zo Siestich ziakov istej triedy mé medzi ostatnymi piatimi aspon troch ka-
maratov. Kamarétstvo je vzajomné. Ukézte, ze vieme tychto ziakov rozdelit do dvoch
(neprazdnych) skupin tak, ze kazdy ziak mé vo svojej skupine aspon jedného kamaréta.
Vedeli by sme to spravit aj vtedy, keby kazdy Ziak mal presne dvoch kamaratov? [Ak
rozdelime ziakov hocijakym sp6sobom na dvojicu a Stvoricu, tak kazdy ziak zo stvorice
mé v nej aspon jedného kamarata, lebo z jeho aspon troch kamaratov st nanajvys
dvaja v druhej skupine. Cize staci zobrat dvojicu kamaratov a ostatnych dat do druhej
skupiny. Ak mé& kazdy presne dvoch kamaratov, tiez vieme ziakov rozdelit: vezmeme
ziaka A a jeho dvoch kamaratov B a C' a vSetkych ich ddme do prvej skupiny. Zvy$ni
traja ziaci D, E, F budu tvorit druha skupinu. Ak by niektory ziak z druhej skupiny,
povedzme D, mal za kamaratov B aj C, tak ziaci E a F budd mat nanajvys po jednom
kamaratovi. Preto D mé za kamardta nanajvys jedného z B a C, nemdze sa kamaratit
s A, ¢ize musi mat za kamardata aspori jedného zo ziakov E a F. Podobne to funguje
pre ziakov E a F'. O situacii so Siestimi ziakmi, kde kazdy ma presne dvoch kamaratov,
vieme povedat dokonca viac. Ak si zakreslime ziakov ako body a kamaratsky vztah
reprezentujeme spojenim bodov zodpovedajicich dvom kamaratom, mozeme dostat
len dva rézne obrazky: dva trojuholniky, alebo Sestuholnik (pri vhodnom rozmiestneni
bodov v rovine).]

D1. V skupine n Iudi (n 2 4) sa niektori poznaju. Vzfah ,poznat sa“ je vzdjomny: ak
osoba A poznd osobu B, tak aj B pozna A a nazyvame ich dvojicou znadmych.

a) Dokazte, ze ak medzi kazdymi Styrmi osobami si aspon Styri dvojice znamych,
tak kazdé dve osoby, ktoré sa nepoznaji, maju spolo¢ného znameho.

b) Zistite, pre ktoré n = 4 existuje skupina o0sdb, v ktorej stt medzi kazdymi styrmi
osobami aspon tri dvojice znamych a stiCasne sa niektoré dve osoby ani nepoznaju,
ani nemaju spolo¢ného znameho.

¢) Rozhodnite, ¢i v skupine Siestich os6b moézu byt v kazdej Stvorici prave tri dvojice
zndmych a prave tri dvojice neznamych. [C-57-1-5]

D2. Isty panovnik pozval na oslavu svojich narodenin 28 rytierov. Kazdy z rytierov mal
medzi ostatnymi prave troch nepriatelov.

a) Ukazte, ze panovnik méze rytierov rozsadit k dvom stolom tak, aby kazdy rytier
sedel pri rovnakom stole najviac s jednym nepriatelom.
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b) Ukazte, ze v pripade lubovolného takéhoto rozsadenia sedi pri kazdom stole

najviac 16 rytierov.
(Nepriatelstvo je vzajomny vztah: Ak A je nepriatelom B, tak aj B je nepriatelom A.)
[51-C-1-6]

5. Dokazte, Ze najmensi spoloény ndsobok [a,b] a najvicsi spoloény delitel (a,b) lubo-
volngjch dvoch kladniyjch celijch ¢isel a, b spliiaji nerovnost

a-(a,b)+b-[a,b] = 2ab.

Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost. (Jaromir Sims3a)

RiesSenie. Nerovnost by bolo Tahké dokézat, ak by niektory z dvoch s¢itancov na lavej
strane bol sAm osebe aspon taky, ako prava strana. Cislo [a, b] je zjavne nadsobkom &isla a.
Ak [a,b] = 2a, tak bla,b] = 2ab a v zadanej nerovnosti plati dokonca ostra nerovnost,
lebo ¢islo a(a,b) je kladné. Ak [a,b] < 2a, tak neostava ind moznost, ako [a,b] = a. To
vSak nastane iba v pripade, ked b | a. V tomto pripade (a,b) = b a v zadanej nerovnosti
nastane rovnost.

Iné riesenie. Oznacme d = (a,b), takze a = ud a b = vd pre nestudelitelné prirodzené
¢isla u, v. Z toho hned vieme, Ze [a, b] = uvd. Kedze

a-(a,b) +b-[a,b] = ud® + uww’d* = u(1 4 v?)d?,
2ab = 2uvd?,

je vzhladom na ud? > 0 nerovnost zo zadania ekvivalentné s nerovnostou 1 4 v? > 2v,
¢ize (v — 1)2 = 0, ¢o plati pre kazdé v. Rovnost nastane prave vtedy, ked v = 1, ¢ize
b|a.

Iné rieSenie. Ozna¢me d = (a,b). Je zname, Ze [a,b] - (a,b) = ab. Po vyjadreni
[a, b] z tohto vztahu, dosadeni do zadanej nerovnosti a ekvivalentnej tprave dostaneme
ekvivalentni nerovnost d? + b? > 2bd, ktora plati, lebo (d — b)? = 0. Rovnost nastéva
pre d = b, ¢ize v pripade b | a.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech d je najvicsi spolo¢ny delitel prirodzenych éisel a a b. Ukazte, ze ¢isla a/d a b/d
su celé a nesudelitelné.

N2. Dokézte, ze pre lubovolné prirodzené &isla a, b plati vztah [a,b] - (a,b) = ab. [Uvaha
o exponentoch jednotlivych prvoéisel, alebo $tandardnym spdsobom: nech d = (a, b),
potom a = xd, b = yd pre nesudelitelné = a y, ¢ize [a, b] = zyd.]

N3. Ukazte, ze vyraz [a,15]/a, kde a je prirodzené &islo, méze nadobudat len $tyri rozne
hodnoty, ktoré su vsetky celoc¢iselné. Kolko roznych celociselnych hodnét méze nado-
budnut vyraz [120, b]/2b7 [Vyraz [60, b]/2b moze nadobudnit celoéiselné hodnoty 1, 2,
3,5, 6, 10, 15, 30, okrem toho nadobtda hodnoty 1/2, 3/2, 5/2, 15/2.]

N4. Dokazte, ze pre kladné realne ¢isla a, b plati

4ab £ (a +b)? £ 2(a® + b?).

[Obe nerovnosti sa daji priamociaro ukézat z toho, ze $tvorec redlneho éisla je nezéa-

porny.|
D1. N&jdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel a, b, ¢, pre ktoré stucasne plati [ab, c] = 28,
[be,a] = 29, [ca, b] = 211, [50-C-S-1]
D2. N4jdite vSetky dvojice prirodzenych &isel a, b, pre ktoré plati [a, b] + (a,b) = 63.

[50-C-1-3]



D3. Najdite vsetky dvojice kladnych celych cisel a, b, pre ktoré ma vyraz

a n 14b
b 9a

celo¢iselnd hodnotu. [Nech d = (a,b), potom a = xd, b = yd pre nestudelitelné x a y.
Sktimany vyraz bude po dosadeni (922 + 14y2)/(9xy), takze 9z | 14y? a z nesude-
litelnosti = a y mame x | 14, navySe 3 | y. Podobne y | 9; vyskisame koneéne vela
moznosti.]

D4. Dokézte, ze pre lubovolné rozne kladné ¢isla a, b plati

a+b<2(a2+ab—|—b2)< a? + b2
2 3(a+b) 2

[58-C-1-6]

6. Je dany lichobeznik ABCD. Stred zdkladne AB oznac¢me P. UvazZujme rovnobezku
so zdkladrniou AB, ktord pretina usecky AD, PD, PC, BC postupne v bodoch K, L,
M, N.

a) Dokdzte, Ze |[KL| = |MN|.

b) Urcte polohu priamky KL tak, aby platilo aj |KL| = |LM|. (Jaroslav Zhouf)

RieSenie. a) Priamky AB, C'D a KL st rovnobezné, preto v naSej situacii vieme najst
viacero dvojic podobnych trojuholnikov (st podobné podla vety wu). Tieto podobnosti
vieme vyhodne zapisat pomocou pomerov vzdialenosti, ¢o vyuzijeme v dokaze toho, ze
tse¢ky KL a M N majta rovnaka dizku.

Oznac¢me x vzdialenost priamok AB a KL a y vzdialenost priamok KL a CD.
Tieto vzdialenosti ndm umoznia vyjadrit koeficient podobnosti trojuholnikov — tento
koeficient je rovny nielen pomeru zodpovedajucich si stran, ale aj zodpovedajucich si
vysok.

Trojuholniky APD a K LD st podobné, preto

KLy
|AP| x4y

Aj trojuholniky BPC a NMC' st podobné, preto

[MN| _ y
\PB|  x+vy’

Celkovo dostavame
KLl 'y  |MN|

|AP| x4y |PB|’
a kedze |AP| = |PB|, mame |KL| = |MN|.
b) Chceme zostrojit bod L taky, ze |K L| = |LM]|. Rozoberieme dva pripady podla
toho, ¢i je priamka PC rovnobezna s priamkou AD, alebo nie.

Ak je priamka PC rovnobezna s AD, tak stvoruholnik APCD je rovnobeznik
a jediny vyhovujuci bod L je stred tsecky PD, ¢ize priesecnik uhlopriecok rovnobeznika

7
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APCD (podmienka |KL| = |[LM]| tu vyjadruje zhodnost trojuholnikov K LD a M LP,
ktora nastane prave vtedy, ked |LD| = |LP|, obr.4).

Ak sa priamky PC a AD pretinaja v nejakom bode R (obr.5), tak bod L bude
priese¢nikom tsec¢ky DP s priamkou, na ktorej lezi faznica trojuholnika APR. Poza-
dovana vlastnost |KL| = |LM| vyplyva z toho, Ze rovnolahlost so stredom v bode R
zobrazujica usecku AP na tsecku K M zobrazi stred tsecky AP na stred usecky K M.

7 uvedenych konstrukcii vyplyva, ze vyhovujici bod L je vzdy jediny, ¢ize vieme
skonstruovat prave jednu rovnobezku s priamkou AB s vyhovujtcimi vlastnostami.

Pozndamka. Ako sme uviedli, v pripade, ze priamky PC' a AD st rovnobezné, bude
vyhovujicim bodom L priese¢nik uhloprie¢ok rovnobeznika APCD. Ak priamky PC
a AD rovnobezné nie su, Stvoruholnik APC D uz nebude rovnobeznik, ale jeho priesec-
nik uhlopriecok je vybornym kandiddtom na bod L. Vypocétom s vyuzitim podobnosti sa
da ukazat, Ze je to naozaj tak a jedinym vyhovujicim bodom L je priese¢nik uhlopriec¢ok
lichobeznika APCD.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V lichobezniku ABCD s priese¢nikom uhlopriecok P zostrojime rovnobezku so zaklad-
nou AB prechiddzajicu bodom P. Téato priamka pretne ramend AD a BC v bodoch K
a L. Ukéazte, ze bod P je stredom usecky K L. Vypocéitajte dizku tsecky KL, ak viete,
ze |AB| = a, |CD| = c. [Vyuzijeme podobnost dvojic trojuholnikov DKP a DAB,
CPL a CAB, PAB a PCD. Ak ozna¢ime v; vysku trojuholnika PAB a vz vysku
trojuholnika PCD, tak |[KP|=|LP|=a-v2/(v1 + v2). Z toho |KL| = 2ac/(a + c).]

N2. Dany je lichobeznik ABC D s dlhSou zdkladiiou AB. Nech X, Y si po rade priese¢niky
dvojic priamok AD a BC, AC a BD. Dokézte, ze body X, Y a stredy zakladni
lichobeznika ABCD lezia na jednej priamke. [Rovnolahlost so stredom v bode X
zobrazujuca tsecku AB na tsecku CD zobrazi stred jednej zdkladne do stredu druhej
zékladne, preto stredy zékladni a bod X lezia na priamke. Analogicky stredy zdkladni
a bod Y lezia na priamke. Je vhodné spravit aj rieSenie vyuzivajice len podobnost
trojuholnikov bez spoliehania sa na vlastnosti rovnolahlosti.]

D1. Dany je lichobeznik ABCD so zakladiiami AB a C'D. Ozna¢me E stred strany AB,
F stred tsecky DFE a G prieseCnik tse¢iek BD a C'E. Vyjadrite obsah lichobeznika
ABCD pomocou jeho vysky v a dizky d tsecky F'G za predpokladu, ze body A, F, C
lezia na jednej priamke. [66-C-1-4]

D2. Zostrojte lichobeznik ABCD s vyskou 3 cm a zhodnymi stranami BC, CD a DA, pre
ktory plati: Na zakladni AB existuje bod E taky, ze use¢ka DE mé dizku 5cm a deli
lichobeznik na dve Casti s rovnakymi obsahmi. [62-C-I-4]



