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58. ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. UvazZujme vyraz
5xt —4a® 4+ 5
Vi) = ————.
a) Dokazte, Ze pre kazdé redlne cislo x plati V(z) = 3.
b) Ndjdite najvicsiv hodnotu V (z). (Ales Kobza)
Riesenie. Vyraz V je zrejme definovany pre vsetky redlne ¢isla x.
a) Kedze z* +1 > 0 pre kazdé x, nerovnost V (x) = 3 je ekvivalentna s nerovnostou
Srt — 422 +5 > 3(z* + 1), ¢ize 22* — 422 +2 = 0. Vyraz na lavej strane je rovny 2(22 —
—1)2, takze je nezdporny pre kazdé .

b) Vyuzime nasledujicu tpravu:

V() brt —4x®> +5 bzt +1) 422 . 422
X)) = — — — -
x4+ 1 x4+ 1 x4 +1 x4+ 1
Kedze zlomok
472
x4t +1

je vdaka parnym mocnindm premennej x pre lubovolné redlne ¢islo x nezaporny,
nadobuda vyraz V svoju najvicsiu hodnotu V.. prave vtedy, ked

42
A
z*+1

teda prave vtedy, ked = 0. Dostavame tak Viax = V(0) = 5.

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za vyrieSenie Casti a), 4 body za Uplné rieSenie Casti b):
3 body za dokaz nerovnosti V(z) 5 5 a 1 bod za urdenie rovnosti pre x = 0. Algebraicka Upravu
zlomku V (z) ¢iastoénym vydelenim éitatela menovatelom bez dalsieho spesného zhodnotenia ocerite
1 bodom.

2. V pravouhlom trojuholniku ABC oznacime P pditu vysky z vrcholu C' na preponu AB
a D, E stredy kruznic vpisanych postupne trojuholnikom APC', CPB. Dokdzte, Ze stred
kruznice vpisanej trojuholniku ABC' je priesecnikom vysok trojuholnika CDE.

(Pavel Leischner)

RieSenie. V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB oznacme « velkost vni-
torného uhla pri vrchole A, zrejme potom plati |[{ACP| = 90° — «, |{PCB| = «a.
Stred D kruznice vpisanej trojuholniku APC' lezi na osi uhla PAC, takze |[{ DAC| =
= %a, a podobne aj [{PCE| = %a. Odtial pre velkost uhla AUC v trojuholniku AUC),
pricom U je priese¢nik polpriamok AD a C'E (obr.1), vychadza

|[£AUC| =180° — (90° — a + ) — 20 = 90°.

To znamend, ze polpriamka AD je kolma na CFE, tsecka DU je teda vyska v troj-
uholniku DEC. Uplne rovnako zistime, Ze aj polpriamka BE (ktora je zarovei osou
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uhla ABC') je kolma na C'D. Dostdvame tak, Ze priese¢nik polpriamok AD a BE,
¢o je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC, je zaroven aj priese¢nikom vysok
trojuholnika DEC.

Obr. 1

Iné riesenie. Ozna¢me F a G zodpovedajice priese¢niky priamok C'D a CFE
so stranou AB (obr.2). Podla tvrdenia 2.ulohy sSkolského kola je trojuholnik CAG

Obr. 2

rovnoramenny so zakladnou C'G. Os AD uhla C AG rovnoramenného trojuholnika CAG
je tak aj jeho osou stimernosti a je preto kolmé na zakladnu CG, teda aj na CE. Podobne
zistime, ze aj trojuholnik CBF' je rovnoramenny so zédkladnou C'F, takze os BE uhla
FBC je kolma na CF, teda aj na C'D. Priese¢nik oboch osi AD a BF je tak nielen
stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC, ale aj priese¢nikom vySok trojuholnika
CDE, ¢o sme mali dokazat.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. V opac¢nom pripade ocente 1 bodom jednotlivé ciastocné poznatky
veduce k rieSeniu (napriklad vypodéet jedného z uhlov AC P alebo PCE). Za odhalenie rovnoramenného
trojuholnika CAG alebo CBF a odkaz na alohu skolského kola dajte 3 body rovnako ako za iny dokaz
kolmosti AD a CFE ¢i BE a CD.

3. Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybranych niekolko roznych cisel tak, Ze sucet Ziadnych
troch z nich nie je ndsobkom deviatich.

a) Dokazte, Ze medzi vybranymi c¢islami su najviac Styri delitelné tromi.

b) Ukdzte, Ze vybranych cisel moze byt 26. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Podla zvyskov po deleni deviatimi rozdelime vSetkych 99 uvazovanych ¢isel
do deviatich jedenastprvkovych tried T, 11, ..., Ts (do triedy T; patria vSetky ¢isla so

2



zvyskom 1):

To = {9,18,27,...,99},
T, = {1,10,19,... ,91},
Ty = {2,11,20, ... ,92},

Ts = {8,17,26,... ,98}.

a) Nasou tlohou je dokéazat, ze v Ty UT5UTj lezia najviac Styri vybrané ¢isla. Z kaz-
dej z tried Tpy, T3, Ts mdzu pochadzat najviac dve z vybranych ¢isel (stucet lubovolnych
troch ¢isel z jednej takej triedy uz totiz delitelny deviatimi je). KedZe stacéet lubovolnych
troch ¢isel, ktoré po jednom lezia v triedach Ty, T3 a Tj, je deviatimi delitelny, aspon
jedna z tychto tried ziadne vybrané cislo neobsahuje. Z oboch vyslovenych zaverov
vyplyva dokazované tvrdenie: vybranych ¢isel delitelnych tromi je totiz najviac 2 + 2 +
+0=4.

b) Ukazeme, Ze vyhovujici vyber moze obsahovat 26 ¢isel. Vyberieme po dvoch
¢islach z Ty, T3 a po 11 éislach (teda vSetky ¢isla) z T1 a 1. Dostaneme tak celkom
224211 = 26 ¢isel; pritom stucet Tubovolnych troch z nich dédva po deleni deviatimi
zvySok aspon 0 + 0+ 1 = 1, najviac v8ak 2 + 3 + 3 = 8, takze deviatimi delitelny byt
nemoze.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, a to 3 body za éast a) a 3 body za cast b). Ak ziaci v ¢asti b) iba

uvedt mnozinu 26 &isel, ktora splita podmienku zo zadania, bez toho, aby tento fakt nejako odévodnili,
dajte za tato cast iba 1 bod.

4. Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB a obsahom S je opisand kruZnica.
Dotycnica k tejto kruznici v bode C pretina dotycénice vedené bodmi A a B v bodoch D
a E. Vyjadrite dizku tisecky DE pomocou dizky ¢ prepony a obsahu S.

(Peter Novotny)

Riesenie. Ozna¢me O stred opisanej kruznice, teda stred prepony AB daného pra-
vouhlého trojuholnika ABC, a v velkost jeho vysky na preponu (obr. 3). Trojuholnik
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Obr. 3

EDO je zrejme tiez pravouhly, pretoze jeho strany DO a EO st kolmé na odvesny
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trojuholnika ABC'; pritom jeho vyskou na preponu je tsecka OC (s velkostou ic).
Vzhladom na stmernost tsecky AC podla osi OD plati pre jeho uhol pri vrchole D, Ze
|£CDO| = 90° — |£COD| = 90° — |{AOD| = a. Trojuholniky EDO a ABC su teda
podobné (uu). Koeficient k tejto podobnosti je dany pomerom dlzok zodpovedajtcich

vysok na prepony, takze k = |OC|/v = %c/v, a kedze ve = 285, je

02

V uvedenej podobnosti zodpoveda prepone AB prepona DE, preto pre jej velkost plati

k

3

C
DE| = ke = 2.
IDE| = ke =15

Iné riesenie. Zo simernosti doty¢nic z bodu ku kruznici vyplyva, Ze oba trojuhol-
niky ACD aj BCE st rovnoramenné, |[AD| = |DC|, |BE| = |CE|. Rovnoramenné su aj
trojuholniky ACO a BCO, pri¢om O je stred prepony AB (ramend oboch trojuholnikov
maju velkost polomeru kruZnice opisanej pravouhlému trojuholniku ABC, ¢o je %c)
Ukéazeme, ze ide o dve dvojice podobnych trojuholnikov ACD ~ BCO a ACO ~ BCE.
K tomu si staci vsSimnut, ze v stvoruholniku AOC D, ktory je zloZeny z dvoch zhodnych
pravouhlych trojuholnikov, plati |[{CDA| = 180° —|£AOC| = |£COB|. Rovnoramenné
trojuholniky ACD a BCO su teda podobné podla vety uu. Z tejto podobnosti vyplyva
rovnost |CD|: |CA| = |CO| : |CB|, takze pri zvy¢ajnom oznaceni odvesien dostavame
|CD| = icb/a, a z podobnosti trojuholnikov ACO a BCE potom |CE| = %ca/b.
Celkom tak je

cb ca cb®+ca®  cla®+b?) 3

DE|=|DOIHICE = 50 ¥ 55 = " 2w~ 225 45

Poznamky. Podobnost spomenutych rovnoramennych trojuholnikov mézeme od-
vodit tiez tak, Ze si vSimneme rovnosti zodpovedajicich uhlov ACO a BCE pri
zékladniach: oba totiz dopliiaji uhol OCB do pravého uhla (ACB, resp. OCE). Preto
ACO ~ BCE.

Dalsiu moznost déva objavenie rovnosti |[{ ADO| = |{ BAC| = a (ramen4 jedného
uhla st kolmé na ramend druhého). Z pravouhlého trojuholnika ODA tak mame |AO)| :
: |AD| = tg|£ADO| = tga = a : b, takze |CD| = |AD| = icb/a, a analogicky pre
pravouhly trojuholnik OF B.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Za odhalenie vhodnej rovnosti uhlov dajte 3 body, za vypocet dlzky
usec¢ky DE dalsie 3 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.



