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1. Po okruhu behaji dvaja atléti, kazdy inou konstantnou rychlostou. Ked beZia opac-
nymi smermi, stretavaju sa kazdych 10 minit, ked bezia rovnakym smerom, stretdvaji
sa kazZdych 40 minut. Za aky cas zabehne okruh riychlejsi atlét? (Vojtech Balint)

RieSenie. Oznacme rychlosti bezcov vy a vy tak, ze vy > vy (rychlosti udévame
v okruhoch za minttu). Predstavme si, ze atléti vyStartuju z rovnakého miesta, ale
opa¢nym smerom. V okamihu ich dalsieho stretnutia po 10 minttach bude sacet dizok
oboch prebehnutych tisekov zodpovedat presne dizke jedného okruhu, teda 10v, +10v, =
=1.

Ak bezia atléti z rovnakého miesta rovnakym smerom, dojde k dalsiemu stretnutiu,
akonahle rychlejsi atlét zabehne o jeden okruh viac ako pomalsi. Preto 40v; —40ve = 1.

Dostali sme stistavu dvoch linearnych rovnic s nezndmymi vy, vs:

101)1 + 10’02 = 1,
40v1 — 40vy =1,

ktort vyriesime napriklad tak, ze k Stvornasobku prvej rovnice pripocitame druhu,
¢im dostaneme 80v; = 5, Cize vy = 1—16. Zaujima nés, ako dlho trva rychlejSiemu bezcovi
prebehnit jeden okruh, teda hodnota podielu 1/v;. Po dosadeni vypocéitanej hodnoty v;
dostaneme odpoved’: 16 mintt.

Pozndmka. Ulohu mozno riesit aj ivahou: za 40 minit ubehni atléti spolu 4 okruhy (to
vyplyva z prvej podmienky), pritom rychlejsi o 1 okruh viac ako pomalsi (to vyplyva
z druhej podmienky). To teda znamend, Zze prvy za uvedent dobu ubehne 2,5 okruhu
a druhy 1,5 okruhu, takZe rychlejsi ubehne jeden okruh za 40/2,5 = 16 minut.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho po 2 bodoch za zostavenie jednotlivych rovnic a 2 body za
vypocet pozadovanej hodnoty.

2. Danyj je $tvorec so stranou dizky 6cm. Ndjdite mnoZinu stredov vsetkyjch priecok
$tvorca, ktoré ho delia na dva stvoruholniky, z ktorijch jeden md obsah 12 cm?. (Priecka
§tvorca je usecka, ktorej krajné body leZia na strandch Stvorca.) (Pavel Leischner)

RiesSenie. Ak priecka deli stvorec na dva $tvoruholniky, musia ich koncové body lezat
na protilahlych stranach stvorca. V takom pripade st oba $tvoruholniky lichobeznikmi
alebo pravouholnikmi (pre potreby tohto riesenia budeme pravouholnik povazovat za
Specidlny lichobeznik). Ozna¢me dany Stvorec ABC D, koncové body priecky ozna¢me
K a L. Predpokladajme, ze bod K lezi na strane AD, potom bod L lezi na strane BC'
Jeden zo stvoruholnikov KABL a K DCL mé podla zadania obsah 12 cm?; nech je to
napr. lichobeznik K ABL.

Obsah lichobeznika vypoéitame ako stéin jeho vysky s dlzkou strednej priecky.
Viska je v nasom pripade rovna dlzke strany tvorca, ¢ize 6 cm. Jeho stredné priecka
mé teda dlzku 2 cm. Z toho vyplyva, Ze stred usecky K L musi lezat na osi strany AB vo
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vzdialenosti 2 cm od stredu strany AB (obr. 1). Plati to aj naopak: Ak stred tsecky KL
lezi v opisanej polohe, bude $tvoruholnik K ABL lichobeznik s obsahom 12 cm?.

Ak budeme namiesto lichobeznika K ABL uvazovat lichobeznik K DCL, vyjde
stred priecky KL na osi tsecky C'D vo vzdialenosti 2cm od stredu strany C'D.

Ak priecka KL spaja body na stranach AB a C'D, dostaneme dalSie dva moZné
body leziace na spojnici stredov tse¢iek AD a BC. Hladani mnozinu teda tvoria
Styri body, ktoré lezia na prieckach spajajacich stredy protilahlych stran Stvorca vo
vzdialenosti 1 cm od jeho stredu (obr. 2).

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel nezdovodni, Ze ndjdené body maju pozadovani vlastnost
(m4 iba dokaz nutnej podmienky), dajte nanajvys 5 bodov. Za objavenie jedného z bodov sktimane;j

mnoziny bez dékazu spravnosti dajte len 1 bod a za opis celej spravnej mnoziny bez dékazu spravnosti
2 body.

3. Nech x, y st také kladné celé c¢isla, Ze obe ¢isla 3x + 5y a bx + 2y su delitelné
cislom 60. Zdovodnite, preco cislo 60 deli aj sucet 2z + 3y. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Na zéklade predpokladu zo zadania vieme, zZe existuja kladné celé cisla m
a n, pre ktoré plati
3z 4+ by = 60m,

ox + 2y = 60n.

Na tieto vztahy sa mozeme pozerat ako na ststavu linedrnych rovnic s neznamymi
x a y a parametrami m a n. VyrieSit ju vieme Iubovolnou Standardnou metddou,
napriklad od dvojnasobku prvej rovnice odéitame pitnasobok druhej a vyjadrime x,
potom dopocitame y. Dostaneme

60(5n — 2m) 60(5m — 3n)
r=———>" V=g

19

KedZe ¢isla 19 a 60 st nesudelitelné, sa obe ¢isla x a y delitelné 60. Preto aj stucet
2x + 3y je delitelny 60.

Iné rieSenie. Vieme, ze 60 = 3 - 4 - 5. Pritom ¢isla 3, 4, 5 st po dvoch nesudelitelné,
preto na dokaz delitelnosti 60 stac¢i dokazat delitelnost jednotlivymi ¢islami 3, 4, 5.

Kedze ¢islo 3z + by je delitelné 5, je aj x delitelné 5. Podobne z relacie 5 | 5x + 2y
vyplyva 5 | y. Preto 5 deli aj 2z + 3y.



Kedze ¢islo 3x 4 5y je delitelné 3, je y delitelné 3. Vzhladom na 3 | 5z + 2y mame
tiez 3 | bz, a teda 3 | x. Preto 3 deli aj 2z + 3y.

Kedze 4 | 3z 4+ 5y a 4 | 5z + 2y, mame aj 4 | (3z + 5y) + (5x + 2y) = 8z + Ty, takze
4 | y. Dalej napriklad 4 | 3z + 5y, takze 4 | 3z, ¢ize 4 | x. Preto 4 deli aj 2z + 3y.

Iné riesenie. Vyjadrime vyraz 2x + 3y pomocou 3z + 5y a 5z + 2y. Budeme hladat
Cisla p a g také, ze 2x + 3y = p(3x + 5y) + q(5x + 2y) pre kazda dvojicu celych ¢isel x,
y. Jednoduchou tpravou dostaneme rovnicu

(2—3p—5q)x+ (3—5p—2q)y =0. (1)
Ak budt hladané ¢&isla p a ¢ spliiat ststavu

3p + 5q = 2,
5p + 2q = 3,

bude zrejme rovnost (1) splnend pre kazda dvojicu z, y. VyrieSenim ststavy dostaneme
p=11/19, ¢ = 1/19. Dosadenim do (1) dostavame vyjadrenie

19(2z + 3y) = 11(3z + 5y) + (5x + 2y),

z ktorého vyplyva, Ze spolu s ¢islami 3z + 5y a bz + 2y je stcasne delitelné 60 aj ¢islo
2x + 3y, pretoze ¢isla 19 a 60 st nesudelitelné.

Za iplné riesenie dajte 6 bodov. Ak chyba zmienka o nestidelitelnosti ¢isel 19 a 60 a tato nestudelitelnost
je v rieSeni potrebna, dajte nanajvys 5 bodov. Za Ciasto¢ny pokrok v prvom rieseni dajte 2 body za

zostavenie ststavy rovnic a 4 body za zostavenie a vyrieSenie ststavy rovnic alebo vyjadrenie = a y
pomocou parametrov.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.



