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1. Kolko existuje dvojic Stvorcifernijch palindromov, ktorijch rozdiel je 36742 Palindrom
je ¢islo, ktoré ostane rovnaké, ked ho napiseme odzadu. Stvorciferny palindrom je teda
také Stvorciferné prirodzené cislo, ktoré mad na mieste jednotiek rovnaki cifru ako na
mieste tisicok a na mieste desiatok rovnaki cifru ako na mieste stoviek. (L. Simiinek)

Riesenie. Ozna¢me jednotlivé cifry palindrému pismenami. Skuto¢nost, Ze dva Stvor-
ciferné palindromy maja pozadovany rozdiel, mozeme zapisat takto:

ABBA
—-CDDC

3674

V stlpci tisicok a v stlpci jednotiek sa odéitavaju tie isté cifry. V stipci tisicok
vidime, ze A > C. Preto v stipci jednotiek pri odéitani nedochadza k prechodu cez
desiatku a plati

A—C =4, (1)

V stlpci desiatok a v stlpci stoviek, kde sa odé¢itaji rovnaké cifry, dochadza k prechodu

.....

stoviek. Plati
10+B—-—D =17,

po uprave tejto rovnice dostaneme
D—B=3. (2)

Este urobme rozbor stlpca tisicov, aby sme sa presvedéili, ze zadany rozdiel umoziiuje
najst vyhovujtce dvojice palindrémov. Kedze pri odéitani v stipci stoviek doslo k pre-
chodu cez desiatku, musi byt vo vysledku na mieste tisicov cifra o 1 mensSia ako na
mieste jednotiek. Vidime, Ze to je v zadanom rozdiele splnené.

V zadani je Stvorciferny palindrém definovany ako stvorciferné prirodzené cislo
urc¢itych vlastnosti, preto A # 0 a C # 0. Ak ma byt navyse splneny vztah (1), moze
byt A jedine jedna z cifier 9, 8, 7, 6, 5 a C je potom vzdy o 4 mensie. Zo vztahu
(2) dostavame, ze D moze byt rovné jedine cifram 9, 8, 7, 6, 5, 4 alebo 3 a B je
vzdy o 3 mensie. Pismena A a C' tak mo6Zzeme nahradif piatimi réznymi dvojicami cifier
a pismena B a D siedmimi réznymi dvojicami cifier. Tieto dvojice mézeme medzi sebou
akokolvek parovat, dohromady teda dostavame 5 -7 = 35 roznych dvojic palindrémov
so ziadanymi vlastnostami.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za uréenie, v ktorych stipcoch dochadza k prechodom cez desiatku a v kto-

rych nie; 2 body za pocty dvojic A, C a B, D; 2 body za vysledok. (RieSenie, v ktorom sa za C chybne
dosadzuje 0 a ktoré tak pride k vysledku 6 - 7 = 42, mézete ohodnotit az 5 bodmi.)



2. Na obr. 1 su rovnostranné trojuholniky ABC', DBE, IEF a HIG. Obsahy trojuhol-
nikov DBE, IEF a HIG siu v pomere 9:16 : 4. V akom pomere su
1. dlZky dseciek HI a IE,

2. obsahy trojuholnikov ABC a HEC'? (K. Pazourek)
C
F
G
H E
[ /N
A D B
Obr. 1

RieSenie. Pre dva rovnostranné trojuholniky s dizkami stran a, b plati, Zze pomer ich
obsahov je a? : b%. Naopak, ak je pomer obsahov a? : b2, potom pomer stran je a : b. Toto
tvrdenie sa d& zdovodnit pravidlom pre dva podobné utvary alebo takisto explicitnym
vypoctom, pricom obsah rovnostranného trojuholnika so stranou a je ;11\/§a2.

1. Ak obsahy trojuholnikov HIG a IEF st v pomere 4 : 16, potom pomer
|HI|: |IE] ich strén bude 2:4=1: 2.

2. Ak zvolime jednotku j = Z|HI|, tak [IE| = |EF| = 4j. V rovnostrannom
trojuholniku HEC plati |HI| + |IE| = |EF| + |FC|, |IE| = |EF|, preto |FC| =
= |HI| = 2j. Dalej z pomeru 9 : 16 obsahov trojuholnikov DBE a IEF vyplyva, 7e
|BE|: |[EF|=3:4, teda

3

3
BE| = Z2|EF| =2 . 4j = 3/.
|BE| 4| | 1 =3

Preto strana BC' trojuholnika ABC ma velkost
|BC| = |BE|+ |EF|+ |FC| =3j+4j +2j = 95.
Podobne dizka strany HE trojuholnika HEC je
|HE| = |HI| + |IE| = 2j + 4 = 6.

Pomer stran trojuholnika ABC a HEC je 9 : 6, po skrateni 3 : 2. Pomer obsahov tychto
trojuholnikov je 32 : 22 =9 : 4.
Ndvrh hodnotenia. 1 bod za Gvodnu tvahu; 1 bod za prva cast dlohy; po 1 bode za vyjadrenie

strdn trojuholnikov HEC a ABC); 2 body za vypocet pomerov obsahov trojuholnikov ABC a HEC.
(Vysledné pomery nemusia byt uvedené v zékladnom tvare.)
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Iné riesenie. Rozdelme trojuholnik ABC na rovnostranné trojuholnicky s dizkou
strany 1|HI| = 1j. Pomer 9 : 16 : 4 obsahov trojuholnikov DBE, IEF, HIG
zodpoveda takisto pomeru poctov tychto trojuholnickov v prislusnych trojuholnikoch.
KedZe trojuholnik HIG je rozdeleny na 4 trojuholnicky, trojuholniky IEF a DBE
musia pozostavat zo 16 a 9 trojuholnickov.

7Z obr. 2 vyplyva nasledujiice:

1. Pomer |HI|:|IE|je2j:4j=1:2.

2. Pomer Sapc : Sgpc je zhodny s pomerom poctov trojuholnickov obsiahnutych
v tychto trojuholnikoch, teda 81 :36 =9 : 4.

Navrh hodnotenia. 1 bod za rozdelenie trojuholnikov HIG a IEF na trojuholnicky; 1 bod za vypocet
pomeru |HI| : |IE|; 2 body za rozdeleni zvysnej plochy trojuholnika ABC na trojuholnicky; 2 body
za vypocet pomeru Sapc : Sggc. (Vysledné pomery nemusia byt uvedené v zakladnom tvare.)

3. Dané si stvorce ABCD a KLMN. DIzky stran oboch $tvorcov si v centimetroch
vyjadrené celym cislom. Bod K je vnutornym bodom usecky AB, bod L lezi v bode B
a bod M je vnitornym bodom tsecky BC. Obsah Sestuholnika AK NMCD je 225 cm?.
Aky moze byt obvod tohto Sestuholnika? Ndjdite vsetky moznosti. (L. Simiinek)

RieSenie. Dizku strany $tvorca ABCD ozna¢ime a a dizku strany Stvorca KLMN

oznacime b, obe v centimetroch, pozri obr. 3. Cielom tlohy je najst obvod Sestuholnika
AKNMCD, a ten je rovnaky ako obvod stvorca ABCD, t.j. 4a.
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Obr. 3



Obsah Sestuholnika AKNMC D je rovny
a® —b* = (a—b)-(a+b) = 225.

KedZe podla zadania je bod K vnutornym bodom usecky AB a L = B, je jasné, ze
b# 0ab < a Cinitele a —b a a + b st teda dve rézne prirodzené ¢&isla. V tabulke
nizsie uvadzame vsetky rozklady cisla 225 na stc¢in dvoch roznych prirodzenych cisel
(pri ich hladani nAm poméze rozklad ¢&isla 225 na prvoéinitele: 225 = 32 -52). V tabulke
neuvadzame konkrétne hodnoty a a b, pretoze ich pri rieSeni tilohy nepotrebujeme.
Avsak v tretom stlpci, kde s¢itanim &initelov a — b a a + b dostédvame 2a, kontrolujeme,
¢i sme ziskali parne ¢islo, teda ¢i a je celé ¢islo. Ak a je celé ¢islo, uvadzame vo Stvrtom
stipci hodnotu 4a ako mozny obvod Sestuholnika AK NMCD.

a—b a+b 2a 4a
1 225 226 452
3 75 78 156
5 45 50 100
9 25 34 68

Uloha ma Styri rieSenia: obvod Sestuholnika AKX NMCD moze byt 68 cm, 100 cm,
156 cm a 452 cm.

Iné rieSenie. Dizku strany $tvorca ABC'D oznaéime a a dlzku strany stvorca K LM N
oznacime b. Sestuholnik AK NMCD sa da bezo zvysku rozdelif na dva rovnaké obdlz-
niky a Stvorec, ktorého stranu oznacime ¢, vsetko v centimetroch, pozri obr. 4.
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Obr. 4

KedZe podla zadania je bod K vnutornym bodom tsecky AB a L = B, je zrejmé,
7eb > 0ac> 0. Dlzky a, b st podla zadania celé ¢isla, dizka c takisto, pretoze ¢ = a—b.
Obsah Sestuholnika AKX NMC D mdzeme vyjadrit takto:
225 = 2bc + 2.
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Do tejto rovnice budeme za ¢ postupne dosadzovat prirodzené ¢isla a vzdy urcéime, ¢i b
vychédza takisto prirodzené ¢islo. Tento postup ukazuje nasledujuca tabulka, v ktorej
vynechavame overovanie vsetkych parnych c. Ak by totiz ¢ bolo parne, z vyssie uvedenej
rovnice by vyraz 2bc vysiel neparny a b by tak nemohlo byt celé ¢islo.

c 2bc = 225 — c? b= 2bc: 2c

1 224 112

3 216 36

) 200 20

7 176 176 nie je delitelné ¢islom 7
9 144 8

11 104 104 nie je delitelné ¢islom 11
13 56 56 nie je delitelné ¢islom 13
15 0 0

Uz sme uviedli, ze b > 0, a preto posledny riadok nevedie k rieSeniu tlohy. V hladani
moznjch rieseni dalej nepokracujeme, pretoze b by evidentne vychadzalo zaporné. Uloha
mé teda prave Styri rieSenia. Pozadovany obvod Sestuholnika AKX NMC D vypoc¢itame
ako 4b + 4c. Obvod daného Sestuholnika teda moze byt 68 cm, 100 cm, 156 cm alebo
452 cm.

Ndvrh hodnotenia. Za kazdy vysledny obvod 1 bod; 2 body za vysvetleny postup, ktory musi ukazovat,
7e dalsie riesenia nie si.

4. Martina si vymyslela postup na vyrobu ciselnej postupnosti. Zacala cislom 128.
7 neho odvodila dalsi ¢len postupnosti takto: 82 +5 = 64 + 5 = 69. Potom pokracovala
rovnakym spdésobom a z ¢isla 69 dostala 9% +5 = 81 +5 = 86. Vidy teda z predchddza-
juceho clena postupnosti vezme cifru na mieste jednotiek, umocni ju na druhi a k tejto
mocnine pripocita konstantu 5.

1. Aké je 2011. cislo tejto postupnosti?

2. Martina opdt zacala ¢islom 128, ale namiesto ¢isla 5 zvolila ako konstantu iné
prirodzené€ cislo. Tentoraz jej na 2011. mieste vyslo cislo 16. Aku konstantu
zvolila v tomto pripade?

(M. Dillingerova)

RiesSenie. Pri vytvarani dalSieho ¢isla v postupnosti vyuzivame z predchadzajiceho
¢isla iba cifru na mieste jednotiek. Kedze cifier je iba desat, po niekolkych ¢islach
postupnosti sa musia zacaft ¢isla opakovat (ale nie nutne od prvého, t.j. od ¢isla 128).

1. Budeme postupne vypisovat ¢isla Martininej postupnosti, a to tak dlho, pokial
sa nezacnu opakovat:

1. cislo: 128,

2. ¢islo: 69,

3. cislo: 86,

4. ¢&islo: 62 + 5 = 41,



e 5. ¢islo: 12 +5 =6,
e 6. ¢islo: 62 + 5 = 41,
o 7. ¢islo: 12 4+ 5 =6,
e atd.

Je zrejmé, 7e od 4. ¢isla sa v postupnosti pravidelne striedaju ¢isla 41 a 6. Cislo
41 sa vyskytuje vzdy na parnom (poc¢nuc Stvrtym), ¢islo 6 vzdy na neparnom mieste
(po¢ntic piatym). My hladdame 2011. éislo. Pretoze 2011 je neparne, je na tomto mieste
¢islo 6.

2. Cislo 16 vzniklo ako stdet druhej mocniny jednociferného ¢isla (&islica na
mieste jednotiek predchadzajiceho ¢isla) a neznamej konstanty. Predchddzajuce ¢islo
moze mat na mieste jednotiek jedine ¢islicu 0 alebo 1 alebo 2 alebo 3, takZze hladané
konétanta méie byt’ (postupne) 16, 15, 12 alebo 7. Keby totii bola na mieste jednotiek
¢islo.

Teraz vyskusame, ktord z konstant 16, 15, 12 a 7 vyhovuje zadaniu. Postup je
analogicky postupu z 1. casti ulohy.

a) Konstanta 16:

¢islo: 128,

¢islo: 82 + 16 = 80,
¢islo: 0% + 16 = 16,
¢islo: 62 + 16 = 52,
¢islo: 22 4+ 16 = 20,
¢islo: 0% 4 16 = 16,
. ¢islo: 62 + 16 = 52,
atd.

Od 3. cisla sa v postupnosti opakuju ¢isla 16, 52 a 20. Zamerame sa len na
prislusnych 2009 ¢isel (t.j. 3. az 2011.). Kedze 2009 : 3 = 669, zvySok 2, bude na
2011. mieste druhé z opakujucich sa cisel, t.j. ¢islo 52. Konstanta 16 teda poziadavkam
zo zadania nevyhovuje.

b) Konstanta 15:

¢islo: 128,

¢islo: 82 + 15 = 179,
dslo: 92 + 15 = 96,
¢islo: 62 4+ 15 = 51,
¢islo: 12 4 15 = 16,
. &islo: 62 + 15 = 51,
atd.

Od 4. ¢isla sa v postupnosti striedaja ¢isla 51 a 16; ¢islo 51 na parnych miestach,
¢islo 16 na nepéarnych miestach. To znamen4, Ze na 2011. mieste (t.j. nepArnom mieste)
bude &islo 16. Cislo 15 méze byt hladana konstanta.

c) Konstanta 12:

© o060 0 0 0 o
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e 1. ¢islo: 128,

e 2. ¢islo: 82 4+ 12 = 76,
e 3. &islo: 62 4 12 = 48,
e 4. ¢&islo: 82 412 = 76,
e atd.



Od 2. ¢isla sa v postupnosti striedaju ¢isla 76 a 48, takze ¢islo 16 v tejto postupnosti
vobec nie je. Konstanta 12 teda nevyhovuje.
d) Konstanta 7:
¢islo: 128,
gislo: 82 47 =T1,
gislo: 12 47 =8,
gislo: 82 47 =71,
atd.
Od 2. ¢isla sa v postupnosti striedaju ¢isla 71 a 8, takze ¢islo 16 sa nevyskytuje
ani v tejto postupnosti. Konstanta 7 teda takisto nevyhovuje.

e o 0 0 o
Ll e

V priebehu riesenia sme nasli len jediné vyhovujace c¢islo a to ¢islo 15, ktoré si
Martina zvolila ako novi konstantu.

Iné riesenie 2. Casti. Neznama konsStanta je nejaké prirodzené cislo. Nemozeme
vyskusat vSetky prirodzené ¢isla, ale pritom potrebujeme mat istotu, ze nadjdeme vSetky
rieSenia lohy. Ako uz bolo predtym spomenuté pri rieseni 1. Casti, kazdé ¢islo v po-
stupnosti ovplyvnuje len cifra na mieste jednotiek predchadzajticeho cisla a pripocitana
konstanta. Preto napr. pri pouziti konstant 1 a 11 dostaneme sice rozne postupnosti,
ale zodpovedajuce si ¢isla budi mat vzdy rovnaku cifru na mieste jednotiek. Rovnaké
cifry na mieste jednotiek buda vychadzat pre lubovolné konstanty zo skupiny 1, 11, 21,
31, ... Podobne pri pouziti konstanty zo skupiny 2, 12, 22, 32, ... alebo 3, 13, 23, 33,
. atd.

Najprv preto urcime, s ktorou skupinou konstant dostavame na mieste jednotiek
cifru 6, preto sa sustredime na 2011. ¢islo v zodpovedajicej postupnosti. Za tymto
ucéelom sta¢i preverit iba postupnosti uréené konstantami 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 a 10.

konstanta postupnost
128, 65, 26, 37, 50, 1, 2, 5, 26, ...
128, 66, 38, 66, ...
128, 67, 52, 7, ...
128, 68, ...
128, 69, 86, 41, 6, 41, ...
128, 70, 6, 42, 10, . ..
128, 71, 8, ...
128, 72, 12, . ..
128, 73, 18, ...
128, 74, 26, 46, ...

—_

O | 0| N | DO =] W N

—
)

Cislica 6 sa na mieste jednotiek objavuje len v postupnostiach uréenych konstantou 1,
2, 5, 6 a 10. Tieto pripady teraz preberieme podrobnejsie.

a) Konstanta 1. V tejto postupnosti sa od 3. ¢isla na mieste jednotiek opakuju po
rade cifry 6, 7, 0, 1, 2, 5. Zamerajme sa len na prislusnych 2009 ¢isel (t.j. 3. az 2011.).
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Pretoze 2009 : 6 = 334, zvysok 5, bude medzi nimi 334 tGplnych Sestic ¢isel (konciacich 6,
7,0, 1, 2, 5) a z nasledujucej Sestice prvych pit. To znamena, ze 2011. ¢islo postupnosti
ma na mieste jednotiek cifru 2. Takze konstanta, ktora Martina pripocitala, nebola zo
skupiny konstant konciacich cifrou 1.

b) Konstanta 2. Na mieste jednotiek sa striedaju po rade cifry 8 a 6. Kedze ¢islo
2011 je neparne, bude na mieste jednotiek prislusného cisla postupnosti cifra 8. Takze
konstanta, ktori Martina pripocitala, nebola ani z tejto skupiny.

c) Konstanta 5. Od 3. ¢isla sa striedaji na mieste jednotiek po rade cifry 6 a 1;
cifra 6 pri ¢islach na neparnych miestach, cifra 1 pri ¢islach na parnych miestach. Kedze
¢islo 2011 je neparne, bude na mieste jednotiek prislusného cisla postupnosti cifra 6.
TakZe konStanta, ktort Martina pripoc¢itala, mohla byt z tejto skupiny.

7 predchéadzajuceho, t.j. 2010. ¢isla pripoc¢itame 1 k hladanej konsStante, ¢im
dostaneme uvedené ¢islo 16. Martina teda mohla pripoc¢itat konstantu 16 — 1 = 15.

d) Konstanta 6. Po¢inajtc 2. ¢islom sa na mieste jednotiek opakuju po rade cifry 0,
6 a 2. Zamerame sa len na prislusnych 2010 ¢isel (t.j. 2. az 2011.). Kedze 2010 : 3 = 670
(bezo zvysku), budu tvorit 670 uplnych trojic ¢isel (konciacich 0, 6 a 2). To znamena,
ze 2011. ¢islo postupnosti ma na mieste jednotiek cifru 2 a ze Martina nepripocitala
konstantu z tejto skupiny.

e) Konstanta 10. Na mieste jednotiek sa pocinajuc 3. ¢islom vyskytuje len éislica
6. Takze konstanta, ktort Martina pripocitala, by zatial mohla byt aj z tejto skupiny.

Z predchadzajtceho, t.j. 2010. ¢&isla pripocitame 62 = 36 k hladanej konstante,
¢im méme dostat ¢islo 16. Toho sa da docielit jedine odéitanim (nie pripocitanim)
prirodzeného ¢isla, takze Martina nemohla pripoc¢itavat konstantu z tejto skupiny.

Jedine v odseku c) sme nasli vhodnt konstantu, ktort mohla Martina pripocitat
a bolo ¢islo 15.

Pozndmka. Namiesto konstanty 10 mozeme preverovat konStantu 0. Té& sice nie je
prirodzenym ¢islom (teda ona sama nemoze byt hladanym rieSenim), ale patri do
rovnakej skupiny ako 10 a pocitanie je s nnou jednoduchsie.

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za iivahu o opakovani cifier na mieste jednotiek (vratane zdévodnenia); 2 body

za najdenie Cisla 6 v prvej Casti a vysvetlenie postupu; 3 body za nijdenie konstanty 15 a prislusné
zdovodnenie. Ak riesitel po nidjdeni konstanty 15 dalej prestane hladat, udelte mu nanajvys 5 bodov.

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vSetkych tu uvedenych rieseni, ale ilohu nevyriesi tiplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie koreSpondovala s navrhom hodnotenia
tu uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni obvodnych kol aj s vysledkovou listinou predse-
dom KKMO alebo nimi poverenej osobe do 21. februara.



