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60. ro¢nik MO Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A

1. Urcte velkosti vnitornych uhlov vietkijch trojuholnikov ABC s vlastnostou: Vnitri

stran AB, AC' existuju postupne body K, M, ktoré s priesecnikom L priamok M B a KC

tvoria tetivove stvoruholniky AKLM o KBCM so zhodnymi opisanymi kruznicami.
(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Stvoruholnik K BCM je tetivovy prave vtedy, ked |{CMB| = |{CKB|,
¢ize |{AKL| = |{AML| (obr.1). Pritom Stvoruholnik AK LM je tetivovy prave vtedy,
ked |{AKL| + |[{AML| = 180°. V skiimanom pripade preto musia byt vSetky Styri
uvedené uhly pravé, K a M su tak piaty vysok v trojuholniku ABC, ktory je teda
ostrouhly, a bod L je priese¢nikom jeho vysSok. Kruznica opisana stvoruholniku K BC' M
je Talesovou kruznicou nad priemerom BC' a kruznica opisana Stvoruholniku AK LM
je Talesovou kruznicou nad priemerom AL.
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Obr. 1

KruZnice opisané uvedenym Stvoruholnikom st zhodné prave vtedy, ked st zhodné
ich priemery BC a AL. Oznacme velkosti vnatornych uhlov v trojuholniku ABC
zvyCajnym spésobom «, (3, v. Pravouhlé trojuholniky CK B a AK L st podobné, lebo
pre ich uhly pri zodpovedajucich vrcholoch C' a A plati |[{BAL| = |[{BCK| = 90° — §.
Zrejme preto |BC| = |AL| plati prave vtedy, ked |AK| = |CK]|, teda ked AKC je
pravouhly rovnoramenny trojuholnik.

Vidime, Ze trojuholnik ABC vyhovuje podmienkam tulohy prave vtedy, ked je
ostrouhly s uhlom « = 45°. Pre ostré uhly 5 a v potom plati 5 + v = 135°.

Zdver. RieSenim su trojice uhlov (a, 8,7v) = (45°,45° 4+, 90° — ), pricom ¢ € (0°,45°).

Poznamka. Druht ¢ast rieSenia mozno zalozit aj na tvahe, Ze v zadani uvedené kruz-
nice si zhodné prave vtedy, ked obvodové uhly MAK a MCK nad ich spoloénou
tetivou M K (s vrcholmi v opaénych polrovinich uréenych priamkou M K) maja rov-
naku velkost. KedZe tieto uhly st vnutornymi uhlami pravouhlého trojuholnika AKC,
rovnaku velkost maju prave vtedy, ked o = 45°.

Iné rieSenie. Nech K, M st vnitorné body stran AB, AC trojuholnika ABC, ktoré
vyhovuji podmienkam tlohy. Vzhladom na to, Ze kruZnice opisané Stvoruholnikom

1



AKLM, KBCM st zhodné, zhoduju sa aj prislusné obvodové uhly nad spolo¢nou
tetivou KM oboch kruznic! (obr. 2):

|{KCM| =|{KBM|=|{KAM| = a.

Odtial |[{MBC|=p—a a |{KCB| =+ —a, a preto « je najmensim vnitornym uhlom
uvazovaného trojuholnika.

C
«
v -«
L
g —«
« «Q
A\ K B
Obr. 2

Kedze AKLM je tetivovy Stvoruholnik, je vnitorny uhol pri vrchole A zhodny
s vedlajsim uhlom pri protilahlom vrchole L, t.j. plati

a=B—-a)+(y—a), &ze 3a=p+v=180°—a.

Odtial vychadza a = 45°. Trojuholnik ABM je teda rovnako ako trojuholnik AC'K
rovnoramenny pravouhly, takze C K a BM su vysky trojuholnika ABC a bod L je jeho
priese¢nikom vysok. A kedze bod L lezi vnutri trojuholnika ABC), je trojuholnik ABC
ostrouhly.

Vzhladom na to, Ze o = 45° je najmensim z vnatornych uhlov trojuholnika ABC),
Tahko nahliadneme, Ze hladané trojice («, 8,7) maju tvar (45°,45°+ ¢, 90° — ¢), pricom
pre parameter ¢ plati 0° < ¢ < 45°.

Naopak, v kazdom ostrouhlom trojuholniku ABC s uhlom 45° pri vrchole A, pre
ktorého zvysné uhly plati 5 + v = 135°, maju zrejme paty vysok K, M z vrcholov
C a B pozadované vlastnosti, pretoze oba Stvoruholniky AK LM, K BC'M su tetivové
podla Télesovej vety a z rovnosti uhlov |[{KCM| = |{KAM| = 45° nad spolo¢nou
tetivou K M vyplyva, ze im opisané kruznice s zhodné.

2. Urcte vsetky trojice prvocisel (p,q,r), pre ktoré plati
(p+1)(g+2)(r + 3) = 4pgr-

(Jaromir Simsa)

! Dve zhodné kruznice so spoloénou tetivou mézu byt bud totozné, alebo stimerne zdruzené podla
spolo¢nej tetivy; prvd moznost tu neprichddza do tvahy.
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RieSenie. Ukdzeme, Ze danej rovnici vyhovuju prave tri trojice prvoéisel (p,q,r), a to
(2,3,5), (5,3,3) a (7,5,2).

Dant rovnicu najskoér upravime na tvar

(1+%)(1+2)(1+§>:4.

Kedze 3% < 4 - 23, musi byt aspon jeden z troch ¢initelov na Tavej strane upravenej
r < 6. Vzhladom na to, Ze neexistuje ziadne prvocislo mensie ako 2, zostava presetrit
nasledujucich paf moznosti: ¢ € {2,3} a r € {2,3,5}. Ty teraz rozoberieme jednotlivo,
pritom uvazovani hodnotu ¢ & r vzdy dosadime do danej rovnice, ktort potom (v obore
prvocisel) vyrieSime pre zostavajuce dve nezname.
> Pre ¢ = 2 dostaneme (p + 1)(r + 3) = 2pr, odkial vyplyva r =3+ 6/(p — 1), ¢o je
celé ¢islo len pre prvocisla p € {2,3,7}. Im v8ak prislachajia r € {9, 6,4}, ktoré nie
su prvocislami.
> Pre ¢ = 3 dostaneme 5(p + 1)(r + 3) = 12pr, odkial vyplyva, ze p = 5 alebo r = 5.
Pre p = 5 dostaneme riesenie (5,3,3) a pre r = 5 rieSenie (2,3, 5).
> Pre r = 2 dostaneme 5(p + 1)(q + 2) = 8pg, odkial vyplyva, ze p = 5 alebo ¢ =
= 5. Pre p = 5 nedostaneme Ziadne rieSenie v obore prvocisel, zatial ¢o pre ¢ =5
dostavame tretie rieSenie danej rovnice, ktorym je trojica (7,5, 2).
> Prer = 3 dostaneme (p+1)(¢+2) = 2pq, odkial ¢ = 2+4/(p — 1), ¢o je celé ¢islo iba
pre prvocisla p € {2,3,5}. Medzi prislichajicimi hodnotami g € {6,4, 3} je jediné
prvodislo, pre ktoré dostavame riesenie (p, q,r) = (5,3, 3), ktoré uz pozname.
> Pre r = 5 dostaneme 2(p + 1)(¢q + 2) = bpq, odkial vyplyva, ze p = 2 alebo ¢ = 2.
Pre p = 2 dostédvame uz zname riesenie (2, 3,5), zatial ¢o pre ¢ = 2 vychadza p = 4.

Iné rieSenie. Pre kazdé prvocislo ¢ plati nerovnost ¢ + 2 < 2q. Pre prvodisla p a r tak
dostaneme nerovnicu 2(p + 1)(r 4+ 3) = 4pr, ktort upravime na tvar (p — 1)(r — 3) <
< 6. Kedze p—1 2 1, musi byt » — 3 < 6, ¢ize r < 9. Odtial vyplyva, Ze nutne
r € {2,3,5,7}. Postupnym rozborom kazdej z tychto Styroch moznosti dospejeme
(analogicky ako v predchadzajicom rieseni) k trom trojiciam prvoéisel (p, ¢,7): (2, 3,5),
(5,3,3) a (7,5,2), ktoré st jedinymi rieSeniami tlohy.

Iné rieSenie. Rovnicu upravime na tvar (1 + 1/p)(1 +2/q)(1 + 3/r) = 4. Keby bolo
p=5,q925 125, tak

(1+%>(1+§)(1+§)§§-Z-§<4.

Preto aspon jedno z ¢isel p ,q, r je z mnoziny {2, 3}. Stac¢i teda preskimat 6 moznosti:

> p = 2: Rovnicu 3(q¢ + 2)(r 4+ 3) = 8¢r upravime na (5¢ — 6)(5r — 9) = 144, v obore
prvocisel je riesenie ¢ = 3, r = 5.

> p = 3: Rovnicu 4(¢+2)(r +3) = 12¢r upravime na tvar (¢—1)(2r—3) = 9, v obore
prvocisel nie je riesenie.

> ¢ = 2: Rovnicu 4(p + 1)(r + 3) = 8pr upravime na tvar (p — 1)(r — 3) = 6, v obore
prvocisel nie je riesenie.

> ¢ = 3: Rovnicu 5(p + 1)(r + 3) = 12pr upravime na tvar (7p — 5)(7r — 15) = 180,
v obore prvocisel st riesenia p =5, r=3ap=2,r =5.
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> r = 2: Rovnicu 5(p + 1)(¢ + 2) = 8pg upravime na tvar (3p — 5)(3¢ — 10) = 80,
v obore prvocisel je rieSenie p =7, ¢ = 5.
> r = 3: Rovnicu 6(p+ 1)(¢+2) = 12pq upravime na tvar (p—1)(q—2) = 4, v obore
prvocisel je riesenie p = 5, ¢ = 3.
Zaver. V obore prvoéisel st rieSenim zadanej rovnice nasledovné trojice (p, q,7): (2,3,5),
(5,3,3) a (7,5,2).

Pozndamka. V obore kladnych celych ¢isel mé rovnica az 28 rieseni, z toho 13 v obore

(4,2,5), (5,3,3), (5,6,2), (7,2,4), (7,5,2), (15,4, 2)).

3. Predpokladajme, Ze redalne cisla x, y, z vyhovuju sustave rovnic
r+y+z=12, z? +y? 4 2% = b4

Dokazte, Ze potom plati nasledujice tvrdenie:
a) Kazdé z c¢isel xy, yz, zx je aspont 9, avsak nanajvys 25.
b) Niektoré z c¢isel x, y, z je nanajvys 3 a in€ z nich je aspon 5. (Jaromir Simsa)

RieSenie. a) Podla zadania plati (z + y)? = (12 — 2)? a 22 + y? = 54 — 22, teda

2ay = (¢ +y)> — (@ +97) = (12— 2) — (54— %) =2((= ~ 62 +9) (1)

0S(z—y)P=24+y"—22y=54—2"-2((2—6)>+9) = -3((z—4)>—4). (2)

Z (1) vyplyva zy = (2 —6)2 +9 = 9, z (2) nerovnost (z —4)? < 4, ¢ize 2 < 2 < 6. Preto
(2 —6)2 < (2—6)% = 16, ¢o spolu s (1) dava zy = (z — 6)2 + 9 < 25. Vzhladom na
symetriu platia odvodené nerovnosti 9 < xy < 25 aj pre suéiny yz, zx namiesto xy.

b) Z danej ststavy rovnic dostavame

(x4+y+2)?2— (2 +y*+2%) 122 -54

= 45.
2 2

Y +Yyz +zxr =

Dalej plati

(=3)y=3)+y—-3)(z-3)+(z-3)(x—-3) =
=xytyz+ze—6(x+y+2)+27=45—-6-124+27=0.

Odtial vyplyva, Ze ¢isla x — 3, y — 3, z — 3 nemdzu byt siucasne vSetky kladné, aspon
jedno z ¢isel x, y, z je teda nanajvys 3. Podobne zo vztahu

(—=5)(y—=5)+(y—5)(z—=5)+ (2 =5)(x—5) =
=azy+yz+ze—10x+y+2)+75=45—-10-124+75=0

vidime, zZe ¢isla z — 5, y — 5, 2z — 5 nemozu byt sticasne vSetky zaporné, preto miniméalne
jedno z cisel x, y, z je aspon 5.



Iné riesenie. Néarocnejsi trik v ¢asti b) predoslého riesenia mozeme nahradit dokazom
implikacii

(x>3)N(y>3)=2<3 a (x <B5)A(y<b)=2z>b5h.

Uvazujme kvadraticky trojélen F'(t) = (t — z)(t — y). Ak st oba jeho korene z a y
viicsie ako 3, plati F'(3) > 0. AvSak podla zadania a (1) plati

0<F(3)=3>-3@x+y)+ay=9-312—2)+(2—6)2+9=(2—3)(z—6).

Z tejto nerovnosti a z odhadu z < 6 dokdzaného v casti a) predoslého rieSenia tak
dostavame pozadovany odhad z < 3. Podobne, ak st obe ¢isla x a y mensie ako 5, tak
F(5) > 0. Avsak podla zadania a (1) plati

0<F(B)=5>-5(x+y)+ay=25—-5(12—2)+ (2 —6)2+9= (2 —2)(z - 5).

Z tejto nerovnosti a odhadu z = 2 dokdzaného v c¢asti a) predoslého rieSenia tak
dostavame pozadovany odhad z > 5.

Iné rieSenie. Vyriesime ¢ast b) geometricky. V kartezidnskej sustave siradnic s pociat-
kom O a osami x, y, z ur¢uje prva rovnica rovinu o, ktord prechddza bodom S = [4,4, 4]
a je kolmé na tsecku OS, zatial ¢o druhé rovnica je rovnicou gulovej plochy G(O,r =
— /54). Prienikom oboch ttvarov je kruznica k(S, o). Uréime najskér jej polomer
a prieseCniky kruznice s rovinou, podla ktorej st osi x a y simerne zdruZené.

Ozna¢me S;, Sy a S, kolmé priemety bodu S do stradnicovych osi z, y a z.
Na obr. 3 je rez rovinou OSS,. Plati |0S1| = 4v2, |0S| = 4v/3 (stenova a telesova
uhlopriecka kocky s hranou dizky 4) a |OA| = v/54. Z pravouhlého trojuholnika OAS
pomocou Pytagorovej vety uréime o = |SA| = v/6 a z podobnosti trojuholnikov SAU ~
~ 0S8; dostaneme |US| = 2 a |AU| = /2. Odtial A = [5,5,2] a (vdaka symetrii
podla S) D = [3,3,6].
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Analogickym rozborom pre roviny 0SS, a OSS, (alebo len cyklickou zamenou,
ktortt mozno vzhladom k symetriu pouzit) ndjdeme ich prieseéniky s kruznicou k:

B=[3,6,3], E=[525 a C=[255, F=I[633].

Néajdené body A, B, C, D, E, F rozdeluju kruznicu k na Sest obltikov (obr. 4 znazornuje
pohlad na kruznicu k v smere osi z), pre ktorych body zrejme plati:

w,y,2] € AB = 2<:<3, 5<y<6, 35z <5,
[2,y,2] € BC = 2<2<3, 5<y<6, 3<z<5,
2,y,2]€CD = 2<2<3, 55256, 3<y<5,
w,y,2] € DE = 2<y<3, 5<2<6, 3<x<5,
[,y,2] e EF = 2<y<3, 552<6, 35255,
[m,y,z]eﬁ = 25253, 55256, 3Zy<5.

Tym je vsak tvrdenie b) dokazané.

Iné rieSenie. a) Dosadenim z prvej rovnice do druhej dostaneme

12—y +/-3y? + 24y — 36

2+ +ay— 120 — 12y +45 =0 a odtial x 5

Preto —3y? + 24y — 36 = 0, takze 2 < y < 6. Dalej mame

2xy = 12y — % + y\/—3y2 + 24y — 36.

Pripustme, 7ze 2ry < 18. Potom 12y — y? — yy/—3y2 + 24y — 36 < 18 ¢ize

0 < 12y — y? — 18 < y\/—3y2 + 24y — 36,

odkial po umocneni a tiprave dostaneme (y — 3)* < 0, ¢o vSak nie je mozné.
Podobne z nerovnosti 2zy > 50 by vyplyvalo

12y — 4% 4+ y/—3y2 + 24y — 36 > 50,
yv/ —3y2 4+ 24y — 36 > y? — 12y + 50 > 0,

a po umocneni a uprave (y? — 2y + 25)(y — 5)% < 0, ¢o tieZ neplati.
Preto 9 < 2y < 25 a vzhladom na symetriu aj 9 < yz <25 a 9 < za < 25.
b) Polozme © =4 +a, y=4+b, 2=4+c. Potom a+b+c =0, a®> + b+ = 6.
Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze |a| = |b| = |c|. Potom ¢isla a a b
maji opaéné znamienka a a? > 2, preto |a| > v/2 (d4 sa dokézaf dokonca |a| > v/3),
ateda z <4 —+/2 < 3 alebo x > 44 +/2 > 5. Z nerovnosti |b| < 1 by vyplyvalo |¢| < 1,
ale potom |a| < |b| + |c| < 2 a a® + b* + ¢ < 6; preto |b| = 1. Mo6Zu teda nastat dva
pripady:
> Ak a >0, tak b <0, teda b< —1; pretox >5ay < 3.
> Ak a <0, tak b >0, tedab=1;pretor <3ay=5.



4. Uvazujme kvadraticky trojélen ax®+bx+c s redlnymi koeficientmia = 2,b > 2, ¢ > 2.
Adam a Boris hraju nasledujicu hru: Ak je na tahu Adam, vyberie jeden z koeficientov
trojclena a nahradi ho suctom zvysnych dvoch. Ak je na tahu Boris, vyberie jeden
z koeficientov a nahradi ho sucinom zvysnych dvoch. Adam zacina a hrdci sa pravidelne
striedaju. Hru vyhrdva tem, po ktorého tahu md vzniknuty trojélen dva rozne redlne
korene. V zdvislosti od koeficientov a, b, ¢ pociatocného trojélena urcte, ktory z hrdacov
ma vitazni stratégiu. (Michal Rolinek)

RiesSenie. Ak Adam nahradi koeficient pri linedrnom ¢lene, ziska trojclen ax? +
+ (a + ¢)x + ¢, ktory mé dva rozne redlne korene prave vtedy, ked je jeho diskriminant
(a + ¢)? — 4ac = (a — ¢)? kladny. To nastane prave vtedy, ked a # c. V tomto pripade
vysSie opisanym fahom Adam zvitazi. Ak Adam nahradi koeficient pri absolitnom
¢lene, ziska trojélen ax® + bz + (a + b), ktory ma dva rozne realne korene prave
vtedy, ked je jeho diskriminant b? — 4a(a + b) = (b(1+ v2) + 2a) (b(v2 — 1) — 2a)
kladny. Vzhladom na podmienky tlohy to nastane prave vtedy, ked b(v2 — 1) >
> 2a. KedZe diskriminant kvadratického trojclena je symetrickd funkcia koeficientov
pri kvadratickom a absolttnom ¢lene, nastane rovnaka situédcia aj v pripade, ked Adam
nahradi koeficient pri kvadratickom clene.

Zhrinme uvahy z predoslého odseku. Ak a # c alebo b > \/52_1a = 2(v/241)a, moze

Adam svojim prvym tahom vyhrat.

Predpokladajme, Ze a = ¢ a stcasne b < 2(v/2+ 1)a. Po Adamovi je na fahu Boris,
ktory bude nahradzat koeficienty jedného z trojélenov

a) ax? + bz + (a + b) alebo (a + b)z? + bx + a, b) az? + 2ax + a.

a) Ak v tomto pripade nahradi Boris koeficient pri linedrnom ¢lene, dostane jeden
z trojélenov ax? + a(a + b)x + (a + b) alebo (a + b)x? + a(a + b)x + a, ktoré maji oba
diskriminant a?(a + b)? — 4a(a + b) = a(a + b) (a(a + b) — 4), ktory je vzhladom na
podmienky a = 2, b 2 2 kladny. Preto Boris tymto fahom zvitazi.

b) Ak Boris nahradi koeficient pri linedrnom ¢lene, dostane kvadraticky trojclen
ax? + a*x + a, ktory ma dva realne korene prave vtedy, ked je jeho diskriminant a* —
— 4a® = a*(a + 2)(a — 2) kladny. Vzhladom na podmienky tlohy to nastane prave
vtedy, ked a > 2. Keby Boris v pripade a = 2 nahradil koeficient pri kvadratickom
alebo absolitnom ¢lene, zanechal by Adamovi jeden z trojélenov 8z2 + 4x 4 2 alebo
222 + 4x + 8. Z tivah v prvom odseku vyplyva, Ze v takom pripade by zvitazil Adam.
Preto v pripade a = 2 musi Boris, aby neprehral, nahradit koeficient pri linedrnom
¢lene, a zanechd tak Adamovi trojélen 222 4 4z + 2.

Z odsekov a) a b) vyplyva: Ak Adam nemoze zvitazit prvym tahom, méze svojim
tahom zvitazit Boris prave vtedy, ked a # 2. V pripade a = 2 svojim prvym tahom
Boris neprehra, len ak po nom zanechd trojélen 22 4 4z + 2.

Zatial teda nepozndme vifazna stratégiu niektorého z hracov, ak po prvom Bo-
risovom tahu zostane trojélen 2x? + 4z + 2. Z predoslych tvah vyplyva, ze Adam
neprehra, len ak nahradi koeficient pri lineArnom clene, takze zanecha stiperovi rovnaky
troj¢len. Na tento troj¢len musi Boris, aby neprehral, reagovat ndhradou koeficientu pri
linedrnom clene, teda aj on zanecha rovnaky trojclen a hra v tomto pripade nema pri
spravnej hre oboch hracov vitaza.

Zdver. Pre trojélen ax? + bx + c plati:



> Ak a # c alebo b > 2(v/2 4 1)a, mé vifazni stratégiu Adam a moze prvym tahom
vyhrat.
> Ak a=c>2ab< 22+ 1)a, ma vifazni stratégiu Boris a moze svojim prvym
tahom vyhrat.
> Ak a = c=2ab < 2(v/2+ 1)a, musia obaja hradi, aby neprehrali, v kazdom
tahu zanechaf trojélen 2x2 + 4x + 2. V tomto pripade Ziadny z hra¢ov nemé vitaznu
stratégiu.

5. V ostrouhlom trojuholniku ABC, ktory nie je rovnostranniy, oznac¢me P pdtu vysky
z vrcholu C na stranu AB, V priesecnik vysok, O stred kruznice opisanej, D priesecnik
polpriamky C'O so stranou AB a E stred usecky C'D. Dokadzte, Ze priamka EP prechddza
stredom usecky OV . (Karel Horak)

Riesenie. Ak je trojuholnik ABC rovnoramenny so zakladnou AB, lezi cela usecka OV
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Obr. 5

na priamke E'P a tvrdenie plati trividlne. V dalsich iivahach teda mozeme predpokladat,
ze |AC| # |BC|, ¢ize priamky CV, CO nie su totozné.

Je zname, ze bod V' stimerne zdruzeny s priese¢nikom vysSok V podla strany AB
uvazovaného trojuholnika ABC' lezi na kruznici tomuto trojuholniku opisanej, preto je
bod P stredom tusecky V'V’ (obr.5). Trojuholnik C'V'O je rovnoramenny s hlavnym
vrcholom O, a kedze stred E usecky CD je sucasne stredom kruznice opisanej pra-
vouhlému trojuholniku CPD s preponou CD, je aj trojuholnik C'PE rovnoramenny.
Oba rovnoramenné trojuholniky CV’'O a CPE st pritom rovnolahlé (so stredom
rovnolahlosti v bode C) — zhoduju sa totiz v spolo¢nom uhle pri zékladni a body
C, P, V' lezia na jednej priamke rovnako ako body C, E, O. Preto PE || V'O.

KedZe P je stredom strany V'V’ trojuholnika V'OV, lezi na priamke PE stredné
priecka tohto trojuholnika, ktora je rovnobeznd s jeho stranou V'O. Priamka PFE teda
pretina usecku OV v jej strede, ¢o sme chceli dokézat.

Iné rieSenie. Oznacme S stred tsecky OV a A’, B’, C' postupne stredy stran BC', C' A,
AB. Bod O je zrejme ortocentrom ostrouhlého trojuholnika A’ B’'C’, ktory je podobny
s trojuholnikom ABC. Preto O lezi vnutri trojuholnika A’B’C’ a bod FE lezi vnutri
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usecky OC' (na jej prieseéniku s prieckou A’B’). Kedze S lezi vnutri tsecky OV a P

C

B’ PN A
‘j m

K‘: IIII
C' D B

Obr. 6

<R

lezi mimo tsecky C'V' (obr. 6), na dokaz toho, Ze body P, S, E leZia na jednej priamke,
sta¢i podla Menelaovej vety aplikovanej na trojuholnik VOC' ukazat, ze sucin

vs| |0E| |CP
|SO| |EC| |VP|

je rovny 1. Avsak |V'S| = [SO| a ak ozna¢ime P’ pétu kolmice spustenej z bodu O na
priecku A’B’, z podobnosti trojuholnikov ABC a A'B’C’ méame |CP|: |VP|=|C'P'|:
: |OP'| (kedZe O je ortocentrom trojuholnika A’B’C"). Navyse |[EC| = |DE|, takze po
dosadeni do (1) dostavame

|oE| |c'P/|

[DE[ " [OPT]
Posledna rovnost plati vdaka tomu, ze bod O deli kazda tisecku majicu jeden krajny
bod na strane AB a druhy na priecke A’B’ (rovnobeznej s AB) v rovnakom pomere,
t.j. |OE| : |DE| = |OP'| : |C'"P'|.

Iné riesenie. Uvazujme rovnaké oznacenie bodov ako v predoslom rieseni. Odlisnym
sposobom ukézeme, ze sucéin (1) je rovny 1. Ak oznadime velkosti vnatornych uhlov
trojuholnika ABC' zvyéajnym sposobom, tak |[{COA’| = «, |KOA'E| = 90° — 3,
|{EA'C| = B, |[L{OCA’| = 90° — «, takze zo sinusovych viet v trojuholnikoch EOA’
a ECA’ mame

EA' . o
|OE]| ‘sin OJ sin(90° — )
|EC| |EA|

sin(90° — «)

Avsak |{AV P| = 3, odkial |V P| = |AP|/tgp; a zaroven |CP| = |AP| - tga, teda
|CP|:|VP|=tga-tgS. Spolu dostavame

= cotg a - cotg .
-sin 3

s=1-cotga-cotgf-tga-tgp =1.
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Iné riesenie. Zvolme v rovine kartezidnsku sturadnicovi ststavu s po¢iatkom v bode P,
a s x-ovou osou totoznou s priamkou AB. Teda P = [0,0] a pre vhodné a < 0, b > 0
a c> 0 plati A = [a,0], B = [b,0], C = [0, c|]. Postupne lahko vypocitame stradnice
bodov V, O, D, E a stredu S tsecky VO (zrejme vSetky menovatele s nenulové):

ab a+b ab+c? ?(a+0b)
V=10—-—— O = D=|—7%0
{’ c}’ [2’ 2¢ ]’ |:C2—Clb, ’
B cz( b) E g a—l—b’cQ—ab ‘
2(c2 —ab)’ 2 4 4c
Overenie, ze S lezi na priamke PF, sa tak redukuje na overenie trivialnej identity
Ala+b) ¢ a+b & —ab
2(c2—ab) "2 4 de
Iné rieSenie. Zvolme v rovine kartezidnsku stradnicova ststavu tak, ze A = [0, 0],

B =1[1,0], C = [¢1, ca], pricom ¢; > 0, 0 < ¢; < 1. Potom

1 ¢ —cy +c2 1 — ¢ c1 1 2+¢ —c2
O=|=. 2+ =122/ p_ 0. V = 1l g |ty - =T "™
|:2 ) 265 ) [617 ]7 C1, Co ) 2 + 4’ 4co >

D {c%—i—cg c3 —cic3 0] B [20% —2¢3 4¢3 02}

A+c —c2 2(ci — 2 +c2) 2

Stacéi uz len overit linedrnu zavislost vektorov S — P a EE — P, teda rovnost

. 2¢2—2c3 4¢3
— ?1 o 2(01—0%4—0%)

N

2 __ A2 C
c5+c1—cy ?2
402

Iné rieSenie. Ak b = |AC| = |BC| = a, lezia vSetky $tyri body P, E, O, V na jednej
priamke a na nej lezi aj stred usecky OV.

Nech teda napriklad b > a. Plati |[{ACO| = |[{PCB| =90° — 3, a teda |[{DCP| =
= f—a. Bod E je stred prepony C'D pravouhlého trojuholnika C'DP, preto | DPE| =
— [{PDE| = 90° + a — 8.

Oznac¢me r polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC, S stred usecky OV a F,
G péty kolmic z bodov O, S na priamku AB. Potom |OF| = rcosvy = %c cotg~y, |PB| =
=acosf, |PV| = acosﬂcotg o, |SG| = 3(|OF| + |PV|) = 1ccotgy + 3acos B cotg a,
|GP| = L(|FB| - |PB|) = 3¢ — %acosﬁ,

|ISG|  fccotgy + 2acos B cotg Tccotgy + 3 25my cosfeosa

tg |[AGPS| = =4 = =

B! = |cp] Ie—Lacosp Lo lesmacos

_ C(.)s7+20.osacosﬁ _ —(.:os(a+5)+2.cosacosﬁ _ cote(f — a) = te |[<DPE;
siny — 2sin acos sin(a + ) — 2sinacos

odtial |[{GPS| = |{DPE)|, a teda body S, P a FE lezia na jednej priamke.
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6. Oznaéme RT mnoZinu vsetkych kladnych redlnych cisel. Urcte vsetky funkcie
f:RT — RT také, Ze pre lubovolné x,y € RT plati

(Pavel Calabek)
RieSenie. UkaZzeme, 7e jediné funkcia f, ktora spliia podmienky tlohy, je
flx)y=1+ l
x
Zo zadania vyplyva, ze f(y) # 0 pre kazdé y > 0, teda

1
xy f(y)

f(zf(y) = f(=) : (1)

Ozna¢me f(1) = a > 0. Volbou xz = 1, resp. y = 1 v rovnici (1) postupne dostaneme

1 1
f(f(y)):f(l)—mza—m (y e RT), (2)

flar) = fz) - — (€ RY). )

Volbou z = 1 v rovnici (3) obdrzime

Volbou = = a v rovnici (1) a pouzitim (4) dostaneme

a = a—#:a_l_# +
flaf(y) = fla) i . oy ) (y € RT),

zatial ¢o pomocou vztahov (3) a (2) mozeme lava stranu predoslej rovnice upravit na

tvar
1 1 1

Flaf@) =1UW) = 75 =~ 37w~ arw)

Porovnanim pravych stran predoslych dvoch rovnic vypocitame

fly) =1+ (y e RT). (4)

Ak teda existuje rieSenie danej rovnice, musi mat tvar (4). Dosadenim do rovnice
v zadani a néaslednou upravou zistime, Ze pre vSetky kladné redlne x a y méa platit
(a — 1)? = 1. Vzhladom na predpoklad a > 0 plati tato rovnost prave vtedy, ked a = 2.
Tymto krokom sme zaroven urobili skusku spravnosti ndjdeného riesenia.
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Iné rieSenie. Vztahy (1) a (2) z predchédzajuceho riesenia moéZzeme vyuzit aj nasledu-
jacim spdsobom. Pre lubovolné realne ¢islo ¢ je f(t) > 0. Volbou x = f(t) v rovnici (1)
obdrzime pomocou (2)

H06) = 100) ~ s =~ 7~ gm0

Zéamenou premennych ¢ a y odtial ziskame

1 1

S Toaw BYeERD.

ffw) f@) =a

KedZe vyrazy na lavych stranach predoslych dvoch rovnic st zhodné, musia byt zhodné
aj vyrazy na pravych stranach, takze plati

S SR R SR .
O FOuiw -y fwew  BYERD:

Upravou odtial dostaneme

t(ft)—1) =y(fly)—1)  (t,y eRT).

Volbou ¢t = 1 v tejto rovnici ziskame rovnost

ktorta vyuzijeme rovnako ako v prvom rieseni.
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