skmo.sk

65. roénik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh IMO

1. Trojuholnik BCF md pravy uhol pri vrchole B. Nech A je bod priamky CF' taky, Ze
|FA| = |FB| a bod F lezi medzi bodmi A a C. Nech bod D je taky, zZe |DA| = |DC|
a priamka AC' je osou uhla DAB. Nech bod E je taky, zZe |EA| = |ED| a priamka AD
je osou uhla EAC. Nech bod M je stred tusecky C'F. Nech bod X je taky, zZe AMXE
je rovnobeznik (pricom AM || EX a AE || MX ). Dokdzte, ze priamky BD, FX a ME
prechddzaji tym istym bodom. (Belgicko)

Riesenie. Oznacme |[{FAB| = |[{FBA| = ¢. Trojuholniky AFB a ADC st podla
vety uu podobné, lebo plati |[{FAB| = |{DAC| = |{FBA| = |{DCA| = ¢. Preto pre
ich pomery stran plati

|BA|  |CA]

[AF| — [AD]

No z rovnosti tychto pomerov a |{FAB| = |{DAC| vyplyva, Ze aj trojuholniky AF D
a ABC st podobné podla vety sus. Preto |{AFD| = |{ABC| = 90°+ . Z rovnoramen-
ného trojuholnika ADFE Tahko vypocitame, ze |{AED| = 180° —2|{DAE| = 180° — 2.
Ked uvazujeme kruznicu so stredom v bode E a polomerom |EA| = |ED|, tak obvodovy
uhol nad tetivou AD bude |{AED|/2 = 90° — ¢. Kedze |{AFD| = 180° — (90° — ¢)
a bod F' lezi v opacnej polrovine urcenej priamkou AD ako bod FE, aj bod F musi
lezat na tejto kruznici. Preto |FA| = |ED| = |EF|. Trojuholnik AFE je rovnoramenny
a mame |[LAFE| = 2p.

Kedze sicet uhlov v trojuholniku FAB je 180°, plati |CFB| = |{FBA| +
+ |£FAB| = 2¢. Vidime, ze |{CFB| = |{AFE)|, a preto body B, F, E lezia na
jednej priamke.

Dalej kedze |[{ DEA|+ |{ EAM| = 180°, tak DE || AM, a preto aj body X, D, E
lezia na jednej priamke. Lahko dopoé¢itame, ze |{DFC| = 180° — |[{DF A| = 90° — ¢,
a potom z trojuholnika CDF méame |{CDF| =180° — |{DFC|— |{FCD| = 90°.

Vidime, ze body C, D, F, B lezia na Télesovej kruznici nad priemerom C'F' (obr. 1).
Jej stred je M, a preto plati |[MD| = |MB| = |MF|. Dopoc¢itame aj |[{FMD| =
= 2|AFCD| = 2¢p = |{FAE|. Z tohto vztahu vyplyva, ze DEAM je rovnoramenny
lichobeznik, a preto |M D| = |AE|.
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Teraz sa pozrime na vietky dlzkové vztahy, ktoré sme ukézali. Vidime, Ze plati
|MF|=|MD| atiez |EF| = |ED|. Z tohto vyplyva, Ze body E a D st osovo simerné
podla priamky EM. Taktiez |BM| = |MD| = |AE| = |XM]|, kde posledny vztah
vyplyva z toho, ze AMXE je rovnobeznik. A napokon |EB| = |BF|+ |FE| = |AF| +
+ |AE| = |AF|+ |MD| = |AF| + |MF| = |AM| = | X E|. Z poslednych dvoch rovnosti
vyplyva, Ze aj body X a B st osovo simerné podla priamky M E.

Potom vsSak aj priamky F'X a DB st osovo simerné podla priamky MFE a musia
sa pretinat na M E, ¢o sme mali dokézaf.

2. Najdite vsetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré sa dd do kaZdého policka tabulky n x n
napisat prave jedno z pismen I, M a O tak, Ze platia obe nasledujice podmienky:
o V kazdom riadku aj v kaZdom stlpci obsahuje jedna tretina policok pismeno I,
jedna tretina policok pismeno M a jedna tretina policok pismeno O.
o V kaZdom sikmom rade, ktorého pocet policok je ndsobkom troch, obsahuje
jedna tretina policok pismeno I, jedna tretina policok pismeno M a jedna
tretina policok pismeno O.

Pozndmka. Riadky a stlpce tabulky n x n st oznacené kladnymi celymi ¢islami od 1
do n v obvyklom poradi, takZe kaZdé jej policko zodpoveda dvojici kladnych celych cisel
(1,7), kde 1 < i,j < n. Ak n > 1, tak tabulka ma 4n — 2 Sikmych radov dvoch typov.
Sikmy rad prvého typu obsahuje prdve vietky policka (i,j) také, Ze i + j je konstanta,
a Sikmy rad druhého typu obsahuje prave vsetky policka (i,7) také, Ze i — j je konstanta.

(Australia)

Riesenie. Najprv ukazeme, ze n = 9k vyhovuje pre kazdé prirodzené k. Pre n = 9 to
vieme urobit takto:

I|I|I|MM|M|O|O|O
M\M|M|O|\O|O|I|I|1
O|0|lO\T|I|1I|MM\M

I|I|I|MM|MO|O|O
MIM|\M|O|O|O|I|I|I
O|0|\O|I|I|I|M|M|M
I|I|I|MM|MO|O|O
MM|M|O|O|O|I|1]|I
O|0|O0\I|I|1|M|M|M

Pre ostatné nasobky 9 to spravime tak, ze tabulku 9% x 9k zlozime z k x k takychto
Stvorcov 9 x 9. Takto vytvorend tabulka bude spliiat podmienku o riadkoch a stipcoch,
lebo kazda tabulka 9 x 9 ju spliia. A tiez bude spliat aj podmienku o sikmjch radoch,
lebo prienik Sikmého radu, ktory ma pocet poli¢ok delitelny troma, s nejakou tabulkou
9 x 9 je zasa Sikmy rad, ktorého pocet policok je delitelny troma. A preto v kazdej jeho
Casti je rovnako vela poli¢ok vyplnenych I, M, O.

Teraz predpokladajme, ze mame vyhovujucu tabulku velkosti n x n. Kedze tretina
polic¢ok z riadku je vyplnena pismenom I, zrejme n = 3k pre vhodné prirodzené k. Cela
tabulka sa potom sklada z k x k $tvorcov 3 x 3. Nazvime stredy tychto Stvorcov 3 x 3
magické policka. Tiez budeme hovorit, Ze magické linie st riadky alebo stipce, ktoré
obsahuju aspoii jedno magické policko (a tym padom ich obsahuju k). Spocitajme teraz
dvojice (I, p), kde I je magicka linia a p je v nej leziace policko, na ktorom je napisané I.
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Toto ¢islo oznac¢ime A. Kedze magickych linii je 2k a v kazdej je k poli¢ok s pismenom I,
mame A = 2k2.

Teraz spocitame dvojice (s,p), kde s je Sikmy rad s poc¢tom poli¢ok delitelnym 3
a p je policko v nom, na ktorom je napisané I. Toto ¢islo oznac¢ime B. V sikmych radoch
smerom hore doprava je spolu 3k? poli¢ok, tak za tieto Sikmé rady napoéitame k? takych
dvojic. Za tie opa¢nym smerom tiez, a preto B = 6k2. Ked vsak spoé¢itame A + B, tak
sme spocitali dvojice (r, p), kde r je bud sikmy rad s po¢tom poli¢ok delitelnym 3, alebo
magicka linia a p je policko na nej, na ktorom je napisané I. A kazdé policko na ktorom
je napisané I patri do prave jednej takej dvojice, okrem magickych policok. Tie patria
do styroch. A kedZe v celej tabulke je tretina, t.j. 3k2 pismen I, tak A+ B = 2k?+3M,
kde M je pocet magickych policok na ktorych je napisané I. Z toho dostaneme, ze
3M = 4k?, z ¢oho vyplyva, ze k musi byt delitelné 3, kedZe M je celé &islo. Preto n
musi byt delitelné 9.

Zéver je ten, Ze vyhovuju vSetky prirodzené ¢isla n delitelné 9.

3. Nech P, kde P = A1As... A, je konvexny mnohouholnik v rovine. Jeho vrcholy
Ay, Az, ..., Ax maju celociselne suradnice a leZia na kruznici. Nech S je obsah
mnohouholnika P. Nech n je nepdrne kladné celé ¢islo také, Ze druhé mocniny dlZok
strdn mnohouholnika P st celé ¢isla delitelné n. DokdZte, Ze 2S je celé ¢islo delitelné n.

(Rusko)

Riesenie. Na zaciatok si uvedomime, ze 25 je vzdy celé cislo, a preto ma zmysel
ukazovat, ze je delitelné n. Plati dokonca, Ze dvojnasobok obsahu Iubovolného mnoho-
uholnika s vrcholmi v mrezovych bodoch je celé ¢islo. Pre trojuholniky to totiz plati,
sta¢i im opisat obdlznik (s celo¢iselnym obsahom) a od neho sa uz len odéitaji pravouhlé
trojuholniky, ktorych obsah je polovica celého ¢isla. A kedZe kazdy mnohouholnik sa
dé rozdelit na trojuholniky, tak to plati pre kazdy mnohouholnik.

Najprv tvrdenie ukaZeme pre trojuholnik. Kedze druhé mocniny diZok jeho stran
st delitelné n, nech st to na, nb, nc. Potom dlzky stran tohto trojuholnika st /na,
Vnb, V/ne, kde samozrejme a, b, ¢ st prirodzené ¢isla. Potom z Herénovho vzorca pre
obsah trojuholnika vieme, ze

1652 = (v/na + Vnb + v/nc) - (—/na + vVnb + v/nc) -

- (Vna = Vb + Vc) - (Vi + Vb — v/e) =
=n*(a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)a+b—rc).

Z toho vieme, 7ze n? | 1652, ale ked%e n je neparne, nutne n? | 452, a teda n | 2.

Pre k = 4, tvrdenie dokdZeme indukciou. Za¢neme tym, ze zrejme tvrdenie staci
dokéazat pre n, ktoré s mocninou prvocisla. Potom to totiz bude platit pre Tubovolny
st¢in mocnin prvodéisel, ¢o znamena, ze to bude platit pre lubovolné n. Nech teda n = p,
kde p je prvocislo. Ak by pre niektora uhlopriecku k-uholnika platilo, Ze druha mocnina
jej dlzky je delitelna n, tak fiou mozeme k-uholnik rozdelif na dva mensie, a tie by mali
z induk¢éného predpokladu dvojnasobok obsahu delitelny n. Preto predpokladajme, Ze
taka uhlopriecka neexistuje.

Budeme hovorit, ze v,(a) = m, ak p™ | a a zaroveni p™*! { a. Inymi slovami to
hovori, kolkokrat sa p nachadza v prvociselnom rozklade a. v,(a) sa nazyva p-valudcia a.
Zoberme teraz taku stranu k-uholnika, Ze v,(|A;A4;11]?) je minimélna. Bez ujmy na
vSeobecnosti nech je to strana A; As. Teraz dokdzeme jedno pomocné tvrdenie.
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Lema. Ak neexistuje uhlopriecka také, Ze jej druhd mocnina je delitelna n = p!, tak pre
vietky 2 < i < k — 1 plati v,(|A14:]?) > v, (|A14i41]?).

Dokaz. Pre i = 2 to plati trivialne, lebo zo zadania vieme, 7Ze v,(|A1A42|?) = I
a z predpokladu o uhloprieckach mame v,(]A;A3]?) < [. Pre ostatné i to ukazeme

indukciou. Nech tvrdenie plati pre i — 1, dokdzeme ho pre i. Predpokladajme (sporom),
ze vp(|A1 Ail?) < vp(| A1 Aiga]?).

Pozrime sa na stvoruholnik A1 A;_1A;A;11. Zo zadania je tetivovy, preto z Ptole-
maiovej vety® plati

|A1Aiq1| - A Aip1 ]|+ [AiAiq] - A1 Ai | = |AL A - JAis1 Al
Po umocneni na druh(i dostaneme

|ALA; 1) |A A1 + | A A1) - | AL A ) +
+ 2 | A A | | A A | | AL A A A = | AL AP - A1 A )P

KedZze druhé mocniny dlzok stran a uhlopriecok st uréite celé éisla, aj 2 - |41 A;_1] -
A A —1] - |A1Aia] - |AiAita] je celé Eislo. Odhadnime teraz p-valuécie jednotlivych
¢lenov. Ozna¢me v = v,(|A14;|?). Potom

vp(lA1Ai 1] - [AiAia|?) = vp (| A1 Ai 1 ?) + v (| A A [*) > 0 + 1,
vp(|AiAia[* - [A1 A ) = vp (|4 Aia|?) + op (| A1 A [*) 2 T+ v

Vyuzili sme indukény predpoklad, predpoklad v < v,(|A1A4;41]?) a tiez to, ze druhé
mocniny dizok stran st delitelné n, a preto je ich p-valuacia aspon {. Tak isto dostaneme
odhad

vp(4- [Ar AP - |4 A P - [Ar A |- [AiAia [P) > 2(0 + 1),

KedZze 2 - ‘AlAi—ﬂ : |AZA1_1‘ . |A1Ai+1| . ’A1A1+1| je celé éiSlO, plati
2- ’AlAi—l‘ . ‘AzAz—ly . ’AlAi—|—1| : ‘AZAZ—l—ll >uv+1.

Vidime, ze p-valuacia kazdého ¢lena na lavej strane je aspon v +1. Preto je aj p-valuacia
celej Tavej strany aspoii v +1. Ale A;_1A4;1 je uhlopriecka a preto v, (|A;—14;41]%) < I.
Preto dostavame

Up(|A1 A - JAim1 A1 [?) = vp(JA1A]?) + vp(|Ai1Aia ) < v+ 1.

To je ale spor, pretoze p-valuédcie oboch stran sa samozrejme musia rovnat. Tym je lema
dokazana.

Z lemy vyplyva, Ze v,(|A142|%) > v, (|A1A3|?) > ... > v,(|A1 Ag|?). To je ale spor
s predpokladom, 7e |A;A3|? m4 najmensiu p-valudciu zo vsetkych druhych mocnin
stran. Tak konecne dostdvame spor aj s tym, Zze neexistuje uhlopriecka, ktorej druhé
mocnina dizky je delitelnd n. Preto takd existuje a pre ten pripad sme uZ tvrdenie
dokézali. Tym je cely dokaz ukonceny.

! Ptolemaiova veta hovori, ze ak A, B, C, D lezia na kruznici v tomto poradi, tak |AB| - |CD| +
+ |AD|-|CB| =|AC| - |BD|.



4. Mnozinu kladnych celych cisel nazveme vonavd, ak obsahuje aspon dva prvky a kaZdy
jej prvok md s nejakym inym jej prvkom aspon jedného spolocného prvociselného
delitela. Nech P(n) = n?+n+1. Ndjdite najmensie kladné celé ¢islo b také, Ze existuje
nezdporn€ celé c¢islo a také, Ze mnozZina

{P(a+1),P(a+2),...,Pla+b)}

je voravd. (Luxembursko)

RiesSenie. Oznac¢me (a, b) najmensi spoloény delitel ¢isel a a b. Dokazeme nasledujtce
pomocné tvrdenia:

Tvrdenie 1. Ak n je prirodzené ¢islo, tak (P(n), P(n+1)) = 1.

Dékaz. Kedze ¢islo n? +n + 1, ¢ize n(n + 1) + 1, je neparne, plati

(P(n),Pn+1)=0*+n+1,n2 +3n+3)=n*+n+1,2n+2) =
=n?4+n+1,2n+1)=0n*+n+1,n+1)=
=nrh+)+1L,n+1)=(1,n+1)=1.

Tvrdenie 2. Ak n
(P(n), P(n+2)
Dokaz. Kedze (
(P(n), P(n+2)

2 (mod 7), tak (P(n),P(n+2)) = 7; ak n # 2 (mod 7), tak

1.
+ 7)P(n) — (2n — 1)P(n + 2) = 14 a ¢islo P(n) je neparne, ¢islo
d

) =
2n
) je delitefom 7. Ak ¢ € {0,1,2,3,4,5,6}, tak plati

P(Tk+q)=(Tk+q¢)*+(Tk+q¢)+1=¢*+q+1 (mod7).

Zistime teda zvysky po deleni 7 pre samotné zvysky:

q| P(q) | P(q) (mod 7)
0| 1 1
1] 3 3
2| 7 0
3| 13 6
4| 21 0
5| 31 3
6| 43 1

Z toho uz vyplyva dokazované tvrdenie.

Tvrdenie 8. Ak n = 1 (mod 3), tak 3 deli (P(n),P(n + 3)); ak n # 1 (mod 3), tak
(P(n),P(n+3)) =1.

Dokaz. Kedze (n 4+ 5)P(n) — (n — 1)P(n + 3) = 18 a ¢&islo P(n) je neparne, ¢islo
(P(n), P(n+ 3)) je delitelom 9. Ak ¢ € {0, 1,2}, tak plati

PBk+q)=0Bk+q)?+Bk+q) +1=¢"+q+1 (mod 3).
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Zistime teda zvysky po deleni 3 pre samotné zvysky:

q| P(q) | P(q) (mod 3)
o] 1 1
1] 3 3
2| 7 1

Z toho uz vyplyva dokazované tvrdenie.
Tvrdenie 4. Ak n =7 (mod 19) alebo ak n =11 (mod 19), tak 19 deli P(n).
Dokaz. Ak g € {0,1,...,18}, tak plati

P19k +q) = (19k + ¢)* + (19k+¢q¢) +1=¢*+ ¢+ 1 (mod 19).

A kedze plati P(7) =7+ 7+1=57a P(11) = 1124+ 11+ 1 = 133 a 19 deli 57 aj 133,
tvrdenie je dokazané.

Predpokladajme, Ze existuje vonava mnozina, ktord ma prave 5 prvkov, nech su to
P(a), Pla+1), Pla+2), P(a+3), Pla+4)

Podla tvrdenia 1 je P(a + 2) nestdelitelné s P(a + 1) aj s P(a + 3), musi mat
teda spolo¢ného prvociselného delitela s P(a) alebo s P(a +4), t.j. (P(a), P(a+2)) >
> 1 alebo (P(a+2),P(a+4)) > 1. Podla tvrdenia 2 preto plati a = 2 (mod 7) alebo
a+2 = 2 (mod 7). V ani jednom pripade vSak neplati a + 1 = 2 (mod 7), takze
(Pla+1),P(a+3)) =1.

Cislo P(a+1) teda nie je studelitelné s P(a) ani s P(a+2) ani s P(a+3), musi byt
preto podla zadania sudelitelné s P(a + 5). Analogicky musi byt P(a + 4) studelitelné
s P(a). Podla tvrdenia 3 to vSak znamend, ze a + 1 =1 (mod 3) aj a =1 (mod 3), ¢o
je spor. Vonava mnozina s 5 prvkami teda neexistuje.

Ani vonavd mnozina s menej nez 5 prvkami neexistuje, lebo sme ukazali, Ze
P(a + 1) nie je sudelitelné s P(a), s P(a+ 2) ani s P(a + 3).

Ukézeme, ze vonava mnozina so 6 prvkami existuje. Podla ¢inskej vety o zvys-
koch existuje a také, ze a = 7 (mod19), a +1 = 2 (mod7) a a +2 = 1
(mod 3), a to napriklad 197. Podla tvrdenia 2 su ¢isla P(a + 1) a P(a + 3)
delitelné 7, podla tvrdenia 3 su ¢isla P(a + 2) a P(a + 5) delitelné 3 a podla
tvrdenia 4 st ¢éisla P(a) a P(a+4) delitelné 19. To vSak znamend, Ze mnoZina
{P(a),P(a+1),P(a+2),Pla+3),Pla+4),P(a+5)} je vonava.

Najmensie vyhovujuce b je teda 6.

5. Na tabuli je napisand rovnica
(x—=1)(x—2)-(z—2016) = (z — 1)(z — 2) - - - (z — 2016)

s 2016 linearnymi dvojclenmi na kaZdej strane. Najdite najmensiu hodnotu k, pre ktori
je mozné vymazat prave k z tychto 4032 dvojclenov tak, Ze na kaZdej strane ostane
aspon jeden dvojélen a vyslednd rovnica nebude mat Ziaden redlny koreri. (Rusko)

Riesenie. KedZe na oboch strandch rovnosti je 2016 spoloénych linedrnych dvoj¢lenov,
potrebujeme kazdy z nich vymazat aspon z jednej strany. Spolu ich teda treba vymazat
aspon 2016.



Ukézeme, Ze tento pocet je postacujuci. Staci totiz vymazat z lavej strany vSetky
Cinitele tvaru x — (4k+2) a x — (4k+3) a z pravej vSetky tvaru x — (4k+1) a x — (4k+4),
kde k£ € {0,1,...,503}. Treba teda ukazat, ze rovnica

H(a; —(4i+1))(x— (4i+4)) = H(m — (40 +2))(x — (4 + 3)) (1)

nema4 ziaden realny koren.

Nech z je Tubovolné realne ¢islo. Rozoberme pripady:

> Nech z € {1,2,...,2016}. V takom pripade je jedna zo stran nulové, kym druhé
nie. Cislo z teda nie je koretiom rovnice (1).

> Nech 4k +1 < x < 4k + 2 alebo 4k + 3 < = < 4k + 4, kde k € {0,1,...,503}.
Potom (x — (4k + 1))(x — (4k +4)) < 0, ale ak i € {0,1,...,503} a i # k, tak
(x—(4i+1))(z—(4i+4)) > 0, takZe cela lava strana rovnice (1) je zaporna. Avsak
ak i € {0,1,...,503}, tak (z — (49 + 2))(x — (47 + 3)) > 0, takze celd prava strana
rovnice (1) je kladna. Cislo z teda nie je koretiom (1).

> Nech z < 1 alebo x > 2016 alebo 4k < z < 4k+1,kde k € {1,2,...,503}. V takom
pripade mézeme (1) prepisat do tvaru

5

e D)) —(4i+4)  TT(, 2
=1l e a e @y = (1 (x—(4¢+2))(x—(4¢+3))>'

o

0

.
I

Avsak ak i € {0,1,...,503}, tak (z — (46 +2))(z — (46 + 3)) > 2, a teda

2
Ol @i —@ray

Sucin takychto &isel je preto tiez mensi nez 1. Cislo x teda nie je korefiom rov-
nice (1).
> Nech 4k + 2 <z < 4k + 3, kde k € {0,1,...,503}. V takom pripade mdzeme (1)
prepisat do tvaru
503 : .
r—1 x—2016 H (x —4i)(z — (4i + 1))
(

1:1‘—2 x—2015'i z— (4 —1))(x - (4i +2))

=1

z—1 z-2016 1% 2
:x—2'x—2015'£[1(1+(x—(4z'—1))(x—(4z’+2)))'

Avsak ak i € {1,2,...,503}, tak (x — (4i — 1))(x — (4i + 2)) > 0, a teda

2
S e @m e @)

A kedze plati aj (z —1)/(z —2) > 1 a (z — 2016)/(x — 2015) > 1, aj cely stéin je

.....

Rozobrali sme vsetky pripady, rovnica (1) teda nemé realne rieSenie. To znamend, Ze
minimélny pocet linearnych faktorov, ktoré treba vymazat z povodnej rovnice, je 2016.



6. V rovine lezi n iseciek, kde n = 2, a to tak, Ze kaZdé dve maji spolocny vnitorny
bod, ale Ziadne tri rozne nemaju spolocny bod. Bohu$ pre kaZdiu z nich vyberie jeden
jej koncovy bod, polozZi nan Zabu a otoci ju smerom k druhému koncovému bodu tejto
usecky. Potom bude (n—1)-krdt tlieskat. Vidy ked tleskne, kazdd Zaba okamZite skoci na
nasledujici priesecnik na svojej usecke. Zaba nikdy nemeni smer svojich skokov. Bohus
si Zeld umiestnit Zaby tak, aby Ziadne dve z nich nikdy neboli v tom istom okamihu na
tom istom priesecniku.
a) Dokazte, Ze ak n je nepdarne, Bohus si toto svoje Zelanie splnit moze.
b) Dokazte, Ze ak n je parne, Bohus si toto svoje Zelanie splnit nemaoZe.
(Ceské rep., Josef Tkadlec)

RieSenie. Majme kruznicu k& dostato¢ne velkii na to, aby sa do nej zmestili vSetky

uvazované tisecky. Kazdu z tychto tse¢iek predizme na priamku p;, kde i € {1,2,...,n},
ta nech pretina kruznicu k v roznych bodoch A; a B;. Tieto body ozna¢me za ,nase“.
Kedze kazdé dve tisecky sa pretinaju vnutri kruznice k, pre kazdé i z {1,2,...,n} lezi

vnutri kazdého z oblikov medzi bodmi A; a B; dalsich n — 1 naSich bodov.

a) Kazdy z 2n nasich bodov ozna¢me slovami ,dnu“ a ,von“ tak, aby sa tieto dve
slové po obvode kruznice k pravidelne po jednom striedali. Cislo n—1 je parne, body A;
a B; teda maju rézne oznacenia — pri jednom z nich je ,dnu“ a pri druhom ,,von“. Tym
je urcend orientécia priamky p;. Bez ujmy na vSeobecnosti tiez mozeme predpokladat,
ze A; su prave tie body, pri ktorych je znacka ,dnu“.

BohuSovi teraz sta¢i pre kazda tsecku priamky p; polozit Zabu na ten jej krajny
bod, ktory je blizsie k bodu A;. Tvrdime, ze Zaby na réznych priamkach p; a p; sa
nikdy nestretnii na tom istom bode. Ak by &no, musel by to byt ich priesecnik, ktory
oznacme P.

Obr. 2

Uvedomme si ze na obluku A;A; kruznice k je neparny pocet nasich bodov. Kazdy
z tychto bodov patri nejakej priamke p;, kde h je rézne od ¢ aj od j. Tato priamka
podla zadania nemoze prechadzat bodom P, musi preto pretinat prave jednu z tseciek
PA; a PA;. Na tychto tseckdch sa tak vytvori spolu neparny pocet priesecnikov.
Zvysné priamky nepretinaji uvazovany oblik A;A; a neprechadzaji ani bodom P,
takze pretinaju bud obe tsecky PA; a PA;, alebo ani jednu. Na tychto tseckach sa
tak prida isty parny pocet priesecnikov. Celkovy pocet priesecnikov na tseckach PA;
a PA; (okrem bodu P) je preto neparny. Ak sa vSak maji zaby stretnif v bode P,
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musi byt na kazdej z tseciek PA; a PA; rovnaky pocet prieseénikov, a teda ich celkovy
pocet musi byt parny, ¢o je spor.

b) Majme lubovolné BohuSovo rozmiestnenie ziab. Vzniknuté ,nase“ body ozna¢me
slovami ,,dnu“ a ,,von“ tak, aby prislusna orientacia priamky zodpovedala smeru pohybu
jej zaby. Opét bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze A; s prave tie body,
pri ktorych je znacka ,dnu”.

Uvedomme si, ze tentokrat sa tieto dve slova po obvode kruznice k pravidelne
striedat nemozu, lebo medzi A; a B;, ktoré maju rozne oznacenia, lezi neparny pocet
(n — 1) nasich bodov. To znamena, Ze existuji dva nase body A; a A;, medzi ktorymi
uz nie je ziaden iny nas bod. Ozna¢me P priese¢nik priamok p; a p;.

Obr. 3

Zvysné priamky pretinaji bud obe tGsecky PA; a PA;, alebo ani jednu. Na tychto
useckach tak vznikne rovnaky pocet priesec¢nikov. To vSak znamend, ze zaby z priamok
pi & pj; sa stretni v bode P.



