skmo.sk

2010/2011
60. ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. Sucin kladnych redlnych c¢isel a, b, ¢ je 60 a ich sucet je 15. DokdZte nerovnost
(a+b)(a+c) =60
a zistite, pre ktoré také ¢isla a, b, ¢ nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

Riesenie. Pomocou rovnosti abc = 60, a+b+c = 15 dany vyraz (a+b)(a+c) upravime
a potom odhadneme na zéklade AG-nerovnosti pre dvojicu hodnot a a 4/a:

(a+b)(a—|—c):a2+(b+c)a+bc:a2+(15—a)-a+%:

4 4
:15a+@:15(a+—)215'2'\/a'—:60.
a a a

Nerovnost je dokédzana. Rovnost nastane prave vtedy, ked a = 4/a, ¢ize a = 2. Zo
vztahov b+ ¢ = 15 —a = 13 a bc = 60/a = 30 mame {b,c} = {3,10}. Rovnost preto
spliiaji prave dve vyhovujice trojice (a,b,c), a to (2,3,10) a (2,10, 3).

Iné riesenie. Okrem rovnosti abc = 60, a + b + ¢ = 15 vyuzijeme AG-nerovnost pre
dvojicu hodnét be a a(a + b+ ¢):

(a+b)(a+c)=bct+ala+b+c) 22 -\/be-ala+b+c)=2V60-15= 60.

Rovnost nastane prave vtedy, ked bc = a(a + b + ¢), ¢ize 60/a = 15a, odkial a = 2,
takze zaver je rovnaky ako v prvom rieSeni.

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov. Za dokaz nerovnosti dajte 4b. Za zistenie, kedy plati rovnost, udelte
zvysné 2b.

2. Najdite vsetky dvojice kladnych celych cisel a, b, pre ktoré ¢islo b je delitelné ¢islom a
a sucasne ¢islo 3a + 4 je delitelné cislom b+ 1. (Pavel Novotny)

Riesenie. Kedze ¢islo a deli ¢islo b, mozeme pisat b = ka, pricom k je kladné celé
¢islo. Staci teda najst kladné celé ¢isla a, pre ktoré existuje kladné celé ¢islo k také, ze
¢islo 3a+4 je (kladnym) nasobkom ¢isla ka+1 (= b+1). Z tejto podmienky dostavame
nerovnost ka + 1 < 3a + 4, z ktorej vyplyva k — 3 < (kK — 3)a < 3, a teda k < 6.
NavySe pre k = 3 je uz 2(ka + 1) > 3a + 4 pre [ubovolné a 2 1, takZze moze byt jedine
ka + 1 = 3a + 4. Preberieme vSetkych Sest moznosti pre ¢islo k:
kE=1: a+1|3a+4, akedze a+1 | 3a+ 3, muselo by platit a+1 | 1, ¢o nie je mozné,
leboa+1 > 1.
k=2:2a+1]3a+4=(2a+1)+ (a+3), teda 2a + 1 | a + 3. Kedze vsak pre
Tubovolné prirodzené a plati 2 - (2a+ 1) > a + 3, musi byt 2a + 1 = a + 3, ¢ize
a = 2 a odtial b = ka = 4.
k=3: 3a+ 1= 3a+ 4, ¢o nie je mozné.
k=4: 4a+1=3a+4, tedaa =3, b=12.
k =5: 5a+ 1 = 3a + 4, ¢o nespliia ziadne celé a.
k=6: 6a+1=3a+4,tedaa=1,b=6.
Riesenim st dvojice (1,6), (2,4) a (3,12).

Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Len za uvedenie vsetkych dvojic vyhovujicich zadaniu dajte 1b.



3. Nech M, N su postupne vnutorné body stran AB, BC' rovnostranného trojuholnika
ABC, pre ktoré plati |AM| : |MB| = |BN| : [INC| = 2 : 1. Oznaéme P priesecnik
priamok AN a CM. Dokazte, Ze priamky BP a AN st navzdjom kolmé.

(Jaroslav Svréek)

RieSenie. Zo zadania vyplyva, ze |BM| = |CN|, |AC| = |BC| a |{ACN| =
= |£CBM]| = 60°, takZe trojuholniky ACN a CBM su zhodné podla vety sus. Preto
plati aj [{ANC| = |£CM B|, takze $tvoruholnik BN PM je tetivovy (uhol ANC je
doplnok do priameho uhla k uhlu AN B, ktory je protilahlym uhlom k uhlu CMB
v spomenutom Stvoruholniku, obr. 1).
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Ozna¢me S stred strany AB daného rovnostranného trojuholnika ABC. Kedze
|SB| = |ABY, je |SB| : [MB| =3:2, akedze aj [CB| : [NB| = 3 : 2, st trojuholniky
SBC a M BN podobné podla vety sus. Uhol C'SB je pravy, preto musi byt pravy aj
uhol NM B. Kruznica opisana stvoruholniku BN PM je tak Talesovou kruznicou nad
priemerom BN, a teda je pravy aj uhol BPN, ¢o sme chceli dokézat.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za odvodenie faktu, ze uhol BM N je pravy (podobnost trojuholnikov
SBC a M BN) alebo za dokaz toho, ze stvoruholnik BN PM je tetivovy, dajte 2b. Za neuplné riesenie
(napr. odvodenie oboch predchadzajucich tvrdeni bez dokondéenia dokazu) vSak nedavajte viac ako 3b.

4. Zapiseme vsetky pitciferné cisla, v ktorych sa kaZdd z cifier 4, 5, 6, 7, 8 vyskytuje
prdve raz. Potom jedno (lubovolné z nich) skrtneme a vsetky zvysné scitame. Aké si
mozné hodnoty ciferného suctu takého vysledku? (Sérka Gergelitsova)

Riesenie. Vysledny ciferny stcet je urceny jednoznacne a je nim ¢islo 33.

Pre vyriesenie tlohy bude vyhodné najskor zistit sucet S vSetkych pétcifernych
¢isel obsahujucich kazdu z cifier 4, 5, 6, 7, 8. Tychto ¢isel je zrejme prave tolko, kolko je
roznych poradi uvedenych piatich cifier, teda 5! = 120. Navyse kazdé z danych cifier sa
medzi tymito 120 ¢islami objavuje rovnomerne v kazdom rade, teda 24-krat. Sucet S
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tak mozeme rozpisat po jednotlivych rddoch ako

S=10"(24-4+24-5+24-6+24-7+24-8) +
+10%-(24-4424-54+24-6+24-7T+24-8)+--- =
=24-(4+5+6+74+8) (10 +10% +102 +10+1) =24-30-11111.

Obratme teraz pozornost na mozné hodnoty ciferného suctu ¢isla S — a, pricom a
je pétciferné ¢islo spominaného tvaru, teda a = 33333 + b, priom b je pitciferné cislo
obsahujuce kazdu z cifier 1, 2, 3, 4, 5. Teda

S—a=11111-24-30—a = 7999920 — 33333 — b = 7966 587 — b.

Pri odcitani ¢isla b vSak nenastava v jednotlivych radoch prechod cez desiatku, preto je
ciferny sucet ¢isla S —a rovny (7+9+6+6+5+8+7)—(1+24+3+4+5) =48—15 = 33
pre Tubovolné pitciferné ¢islo a obsahujuce kazdu z cifier 4, 5, 6, 7, 8.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.



