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60. ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Na tabuli si napisané prdve tri (nie nutne rézne) redlne cisla. Vieme, Ze sucet
lubovolnych dvoch z nich je tam napisany tieZ. Urcte vietky trojice takiych éisel.

(Jan Mazak)

Riesenie. Oznacme cisla napisané na tabuli a, b, c. Sicet a + b sa tiez nachadza na
tabuli, je teda rovny jednému z cisel a, b, c. Keby a + b bolo rovné a alebo b, bola by
na tabuli aspon jedna nula. Rozoberieme preto tri pripady podla po¢tu nil napisanych
na tabuli.

Ak st na tabuli asponi dve nuly, Tahko sa presved¢ime, ze stucet kazdych dvoch ¢isel
z tabule je tam tiez. Dostdvame, Ze trojica t, 0,0 je pre lubovolné realne ¢islo ¢ rieSenim
ulohy.

Ak je na tabuli prave jedna nula, je tam trojica a,b,0, pricom a aj b st nenulové
¢isla. Stucet a + b teda nie je rovny ani a, ani b, musi preto byt rovny 0. Dostavame tak
dal$iu trojicu ¢, —t, 0, ktora je rieSenim tlohy pre fubovolné realne ¢islo t.

Ak na tabuli nie je ani jedna nula, sticet a + b nie je rovny ani a, ani b, preto
a + b = c. Z rovnakych dévodov je b+ ¢ = a a ¢ + a = b. Dostali sme ststavu troch
linedrnych rovnic s neznamymi a, b, ¢, ktorit mdézeme vyriesit. AvSak hned z prvych
dvoch rovnic po dosadeni vyjde b+ (a + b) = a, ¢ize b = 0. To je v spore s tym, Ze na
tabuli ziadna nula nie je.

Zdver. Ulohe vyhovuju trojice ¢,0,0 a t, —t,0 pre Iubovolné realne ¢islo ¢ a ziadne iné.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak rieSitel neoveri spravnost najdenych trojic a tdto spravnost
nevyplyva priamo z jeho postupu, dajte najviac 5 bodov. Len za objavenie vSetkych trojic dajte
2 body. Za objavenie netplnej, ale nekoneénej mnoziny vyhovujucich trojic dajte 1 bod.

2. Ndjdite vsetky kladné celé cisla n, pre ktoré je ¢islo n? +6n druhou mocninou celého
cisla. (Vojtech Balint)

Riesenie. Zrejme n?+6n > n? a zaroveit n2+6n < n2+6n+9 = (n+3)2. V uvedenom
intervale lezia iba dve druhé mocniny celych ¢isel: (n + 1)% a (n + 2)2.

V prvom pripade mame n? +6n = n? +2n + 1, teda 4n = 1, tomu vsak ziadne celé
¢islo n nevyhovuje.

V druhom pripade mame n? + 6n = n? + 4n + 4, teda 2n = 4. Dostavame tak
jediné riesenie n = 2.

Iné rieSenie. Budeme sktimat rozklad n? +6n = n(n+6). Spolo¢ny delitel oboch ¢isel
n a n + 6 musi delit aj ich rozdiel, preto ich najvic¢sim spoloénym delitelom mozu byt
len ¢isla 1, 2, 3 alebo 6. Tieto Styri moznosti rozoberieme.

Keby boli ¢isla n a n+6 nestudelitelné, muselo by byt kazdé z nich druhou mocninou.
Rozdiel dvoch druhych mocnin prirodzenych ¢isel vsak nikdy nie je 6. Pre malé cisla
sa o tom lahko presvedéime, a pre k = 4 uz je rozdiel susednych stvorcov k2 a (k — 1)?
aspon 7. Vlastnost, ze 1, 3, 4, 5 a 7 je piaf najmensich rozdielov dvoch druhych mocnin,
vyuzijeme aj dalej.

Ak je najvicsim spoloénym delitelom ¢isel n a n+6 ¢islo 2, je n = 2m pre vhodné m,
ktoré navyse nie je delitelné tromi. Ak n(n + 6) = 4m(m + 3) je Stvorec, musi byt aj
m(m + 3) stvorec. Cisla m a m + 3 st vSak nestdelitelné, preto musi byt kazdé z nich
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druhou mocninou prirodzeného ¢isla. To nastane len pre m = 1, ¢ize n = 2. Lahko
overime, ze n(n + 6) je potom naozaj druhou mocninou celého ¢éisla.

Ak je najvic¢sim spoloénym delitelom ¢isel n a n+ 6 ¢islo 3, je n = 3m pre vhodné
neparne m. Ak n(n—+6) = 9m(m+2) je Stvorec, musia byt nestudelitelné ¢isla m a m+2
tiez Stvorce. Také dva Stvorce vsak neexistuju.

Ak je najvac¢sim spoloénym delitelom ¢isel n a n+ 6 ¢islo 6, je n = 6m pre vhodné
m. Ak n(n + 6) = 36m(m + 1) je Stvorec, musia byt Stvorce aj obe nestudelitelné ¢isla
m a m + 1, ¢o nastane len pre m = 0, my vSak hladdme len kladné ¢isla n.

Ulohe vyhovuje jedine n = 2.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel tlohu zredukuje na zvladnutelny kone¢ny pocet moznosti
pre n (napriklad ako v prvom rieseni), udelte 4 body. Za ivahu typu ,n a n + 6 st pre n nedelitelné 2

a 3 nesudelitelné, preto to musia byt Stvorce“ bez redukcie na kone¢ny pocet moznosti dajte najviac
3 body. Za objav rieSenia n = 2 bez dbékazu neexistencie iného rieSenia nedavajte ziadny bod.

3. V lichobezniku ABCD md zdkladria AB dizku 18 cm a zdkladria CD dizku 6 cm. Pre
bod E strany AB plati 2|AE| = |EB|. Body K, L, M, ktoré su postupne taZiskami
trojuholnikov ADE, CDE, BC'E, tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika.

a) Dokazte, Ze priamky KM o CM zvieraji pravy uhol.

b) Vypocitajte dizky ramien lichobeznika ABCD. (Pavel Calabek)

Riesenie. Stvoruholnik AECD je rovnobeznik, pretoze jeho strany AE a CD si
rovnobezné a rovnako dlhé (obe meraju 6 cm). Na jeho uhlopriecke AC' tak lezi faznica
trojuholnika ADE z vrcholu A aj taznica trojuholnika CDFE z vrcholu C, a preto na
tejto priamke lezia aj body K a L (obr.1). NavysSe vieme, ze fazisko trojuholnika deli
jeho taznice v pomere 2 : 1, preto st tsecky AK, KL a LC rovnako dlhé.
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Bod L je stredom tisecky K C, preto na osi simernosti usecky K M lezi nielen vyska
rovnostranného trojuholnika K LM, ale aj stredna priecka trojuholnika KM C'. Preto
je priamka C'M kolma na K M.

Ostava vypodéitat dlzky ramien lichobeznika ABCD. Ozna¢me P stred tsecky EB.
KedZze CM je kolmé na KM, je taznica C'P kolma na E B, takze trojuholnik EBC je
rovnoramenny, a teda aj dany lichobeznik ABCD je rovnoramenny. Dlzku ramena BC
teraz vypocitame z pravouhlého trojuholnika PBC, v ktorom pozname dlzku od-
vesny PB. Pre druhti odvesnu C'P zrejme plati

cPl=2iem =3 L,

¢o jednoducho vyplyva z vlastnosti trojuholnika KM C. A kedZe z podobnosti troju-
holnikov KMC a APC méme |KM| = 2|AP|, dostdvame (pocitané v centimetroch)

2 2
CP|=3- \/_|KM|_3 \/— 31API = \/§-§|AB|:12\/§.

Potom

|BC| = /IPB]2 + |[PCJ? = /36 + 122 - 3 = 6v/1 + 12 = 613,
Ramené daného lichobeznika majt dizku 6v/13 cm.

Alternativny dokaz kolmosti priamok KM o CM. Kedze bod L je stredom usecky KC
a zaroven |LK| = |LM]|, lebo trojuholnik KLM je rovnostranny, lezi bod M na
Télesovej kruznici nad priemerom K C', takze trojuholnik K M C' je pravouhly.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za doékaz kolmosti priamok KM a CM a 3 body za
vypoéet dlzok oboch ramien lichobeznika ABCD. Neuplné riesenie hodnofte podla pokroku, ktory
ziak dosiahol. V uvedenom rieSeni by rozdelenie bodov bolo nasledujice: dékaz kolmosti KM a CM —
3 body, z toho 1 bod za zdévodnenie toho, ze bod L je stredom tsecky KC; vypodet dlzky tsecky KM
— 1 bod; vypoéet dizky jednotlivych ramien — po 1 bode.

4. Nech x, y, z su kladné redlne cisla. UkdZte, Ze aspomn jedno z cisel x +y+ 2z — xyz a
xy + yz + zx — 3 je nezdporné. (Stanislava Sojakova)

Riesenie. Ukazeme, ze ak je ¢islo xy + yz + zx — 3 zdporné, je ¢islo z + y + 2z — xyz
kladné.

Ak zy 4+ yz + zx < 3, je aspon jedno z Cisel zy, yz, zx mensie ako 1, napr. zy.
Potom x +y + 2z — xyz = ¢ + y + z(1 — xy) je zjavne stcet troch kladnych ¢isel.

Iné riesenie. Ukazeme, Ze ak je ¢islo x4+ y+ 2z — xyz zdporné, tak ¢islo zy+yz+ zx —3
je kladné.

Predpokladajme, ze z + y + 2z < xyz. Tym skor x < xyz. Po skrateni kladného
¢isla x dostaneme yz > 1. Podobne odvodime odhady xzy > 1 a zx > 1. Teraz ich staci
s¢itat a mame xy + yz + zx > 3.

Iné riesenie. Tvrdenie ulohy dokazeme sporom. Predpokladajme, ze x + y + 2z <
< xyz a zaroven xy + yz + zx < 3. Obe tieto nerovnosti st symetrické, preto mdzeme
predpokladaft, ze ¢isla x, y, z s oznacené tak, Ze z je najmensie. Z druhej nerovnosti
dostaneme, ze xy < 3. Potom vSak x +y + z < zyz < 3z, teda z + y < 2z. To je vSak
spor s tym, ze ¢islo z je najmensie.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov.



Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.



