69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z6

1. Stara mama povedala vnicatam: ,Dnes mdam 60 rokov a 50 mesiacov a 40 tyZdnov
a 80 dni.“ Kolké narodeniny mala stard mama naposledy? (Libuse Hozova)

Napad. Kolko celych rokov je 50 mesiacov?

Riesenie. 50 mesiacov su styri roky a 2 mesiace. Teda starda mama mala aspon 64 rokov.
Zvys$né 2 mesiace, 40 tyzdnov a 30 dni predstavuju zhruba jeden dalsi rok. Potrebujeme
presne zistit, ¢i je to viac alebo menej, preto uvedené tdaje prepocitame na dni.

2 mesiace mdzu mat 59 dni (januar a februar, prip. februar a marec v nepriestup-
nom roku), 60 dni (januar a februar, prip. februdr a marec v priestupnom roku), 61
dni (skoro vSetky ostatné dvojice mesiacov), alebo 62 dni (jul a august, prip. december
a janudr). 40 tyzdiov a 30 dni je 40 - 7+ 30 = 310 dni.

Celkom teda 2 mesiace, 40 tyzdnov a 30 dni predstavuji najmenej 369 a najviac
372 dni. To je vzdy viac ako rok (a menej ako dva). Stard mama mala naposledy 65.
narodeniny.

2. Na obrdzku je trojuholnikovd siet a v nej §tyri mnohouholniky. Obvody mnohouhol-
nikov A, B a D su postupne 56 cm, 34 cm a 42 cm. Urcte obvod trojuholnika C'.
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(Karel Pazourek)

Napad. Aka je dlzka jednej vodorovnej usecky trojuholnikovej siete?

Riesenie. Obvody mnohouholnikov A a B sa lisia o dve vodorovné tusecky, ¢o zodpoveda
56 — 34 = 22 (cm). Jedna vodorovna tsecka je teda 11 cm dlha.

Obvod mnohouholnika D je tvoreny dvoma vodorovnymi tseckami (—) a Styrmi
spitne Sikmymi tseckami (), ¢o dava dokopy 42 cm. Tieto Styri spdtne Sikmé tsecky
maju v sucte 42 — 22 = 20 (cm), teda jedna je 5cm dlhé.

Obvod mnohouholnika B je tvoreny jednou vodorovnou (—), tromi spétne Sik-
mymi (\) a jednou sikmou (/) useckou, ¢o je 34 cm. Jedna Sikmé usecka je preto dlha
34 —11—-3-5=8(cm).

Obvod trojuholnika C' je rovny 11 + 5+ 8 = 24 (cm).

3. Na pisomke bolo 25 uloh trojakého druhu: lahké po 2 bodoch, stredne tazké po
3 bodoch a tazké po 5 bodoch. Sprdvne vyriesené ulohy boli hodnotené uvedenym poctom
bodov podla stupria obtaznosti, inak 0. Najlepsie mozné celkové hodnotenie pisomky bolo
84 bodov. Peter spravne vyriesil vietky lahké ulohy, polovicu stredne taZkiych a tretinu
tazkych. Kolko bodov ziskal Peter za svoju pisomku? (Alzbeta Bohinikova)

Napad. Mohli byt v teste prave Styri fazké tlohy?
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RieSenie. Zo zadania vyplyva, ze v pisomke bol parny pocet stredne tazkych tloh
a pocet tazkych tloh bol ndsobkom troch. Budeme postupne uvaZzovat mozné pocty
tazkych uloh a diskutovat dosledky:

e Ak by tazké tlohy boli 3, tak by stredne tazkych a Tahkych tloh bolo dokopy
25 — 3 = 22 a ich najlepsie mozné hodnotenie by bolo 84 — 3 -5 = 69 bodov. To
vSak nie je mozné, pretoze stredne tazkych tloh bol parny pocet a lahké tlohy boli
hodnotené po 2 bodoch, avsak 69 nie je parne ¢islo. (Inym dévodom méze byt, ze
ani 22 stredne fazkych tloh by nedalo 69 bodov.)

e Ak by tazkych tloh bolo 6, tak by stredne tazkych a Tahkych tloh bolo dokopy
25 — 6 = 19 a ich najlepsie mozné hodnotenie by bolo 84 — 6 - 5 = 54 bodov.
Keby stredne fazké aj lahké tlohy boli hodnotené rovnako po 2 bodoch, tak by
tychto 19 tloh bolo hodnotenych 2-19 = 38 bodmi, ¢o je o 16 menej ako 54. Kedze
rozdiel v hodnoteni stredne tazkych a lahkych tloh je prave jeden bod, zodpoveda
predchadzajuci rozdiel 16 préave poctu stredne tazkych tuloh. Lahkych tloh by tak
bolo 19—16 = 3. V takom pripade by Peter spravne vyriesil 3 lahké tlohy, 8 stredne
tazkych a 2 tazké. Za taka pisomku by ziskal

3-2+8-3+2-5=40 bodov.

e Ak by fazkych uloh bolo 9, tak by stredne tazkych a lahkych tloh bolo dokopy
25 — 9 = 16 a ich najlepsie mozné hodnotenie by bolo 84 — 9 -5 = 39 bodov. To
vsak nie je mozné z rovnakého dovodu ako v prvom diskutovanom pripade.

e Ak by tazkych uloh bolo 12, tak by stredne tazkych a lahkych tloh bolo dokopy
25 — 12 = 13 a ich najlepsie mozné hodnotenie by bolo 84 — 12 -5 = 24 bodov. To
vSak nie je mozné, lebo uz 13 Tahkych tloh zodpoved4 26 bodom, ¢o je viac ako 24.

e Dalej nie je nutné pokracovat, pretoze prave pozorovany rozdiel v hodnoteni by sa
len zvicsoval.

Vychadza jedind moznost, a to, ze Peter ziskal 40 bodov.

Poznamka. Ktorykolvek argument v predchadzajicej diskusii mozno nahradit systema-
tickym sktanim a overovanim podmienok zo zadania. Uplné diskusia v tomto duchu
je velmi précna, nemdze byt v tejto kategérii vyzadovand, ale mala by byt uspokojivo
naznacend. Pri hodnoteni tlohy tito poziadavku zohladnite.

4. Raz si kral zavolal vsetky svoje pdZatd a postavil ich do radu. Prvému pazatu dal urcity
pocet dukdtov, druhému dal o dva dukdty menej, tretiemu opdt o dva dukdty menej
a tak dalej. Ked dosiel k poslednému pdZatu, dal mu prislusny pocet dukdtov, otocil
sa a obdobnym sposobom postupoval na zaciatok radu (t.j. predposlednému pazatu dal
o dva dukdty menej ako pred chvilou poslednému atd.). Na prvé pdzZa v tomto kole vysli
dva dukdty. Potom jedno z pdZat zistilo, Ze md 32 dukdtov. Kolko mohol mat krdl pdZat
a kolko celkom im mohol rozdat dukdtov? Urcte vSetky moznosti. (Karel Pazourek)

Napad. Kolkokrat ktoré paza dostavalo dukéaty?

Riesenie. Posledné paza dostavalo dukaty iba raz, naproti tomu ostatné pazata dva-
krat.

Pritom predposledné paza dostalo dvojnasobok toho, ¢o posledné: najskér o 2 du-
katy viac ako posledné, potom o 2 dukaty menej.
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Vsetky okrem posledného pazata dostali rovnako: najskor dostal kazdy o 2 dukaty
viac ako nasledujtci sused v rade, potom o 2 dukaty menej ako ten isty sused.

NavySe pocet dukdtov posledného pazata bol dvojnidsobkom pocétu pazat: kral
postupne znizoval prispevok o 2 dukaty a v druhom kole dostalo prvé paza 2 dukaty.

Su teda dve moznosti:

e 32 dukatov malo posledné paza. Teda pazat bolo 16 a kazdé z 15 ostatnych pazat
malo 64 dukatov. Kral celkom rozdal 15 - 64 + 32 = 992 dukétov.

e 32 dukatov mali vSetky pazata okrem posledného. Teda posledné malo 16 dukatov
a pazat bolo 8. Kral celkom rozdal 7 - 32 + 16 = 240 dukétov.

Kral mohol mat 16 pazat a rozdat 992 dukatov, alebo 8 pazat a 240 dukéatov.

5. Utvar na obrdzku vznikol tak, Ze z velkého kriza bol vystrihnuty maly kriz. KaZdy
z tychto krizov moze byt zloZeny z piatich zhodnich $tvorcov, pricom strany malych
§tvorcov su poloviéné vzhladom na strany velkych $tvorcov. Obsah sivého itvaru je
45cm?. Aky je obsah velkého kriza? (Lucie Ruzickova)

Napad. Kolkokrat sa vojde maly $tvorec do velkého?

RieSenie. Dizka strany velkého §tvorca je dvojnasobkom dizky strany malého stvorca,
preto je obsah velkého $tvorca Stvornasobkom obsahu malého Stvorca, pozri obréazok.
Ked z velkého Stvorca odstranime maly Stvorec, zvysSny utvar méa obsah % velkého
stvorca. Teda velky Stvorec méa obsah % zvysného utvaru.

Utvar v zadani tlohy vznikol odobratim piatich malych $tvorcov od piatich velkjch
Stvorcov (pri¢om presné umiestnenie Stvorcov nie je pre urcovanie obsahov podstatné).
Vztahy medzi ich obsahmi st teda rovnaké ako vo vyssie diskutovanom pripade. Obsah

velkého kriza je rovny

4
3 - 45 = 60 (cm?).
Poznamka. Ak S oznacuje obsah malého Stvorca, tak obsah malého kriza je 55, obsah
velkého Stvorca je 45 a velkého kriza je 20S. Obsah sivého ttvaru je (20 —5)S = 155 =

= 45cm?, teda S = 3cm? a obsah velkého kriza je 20 - 3 = 60 (cm?).



6. Majka skiumala viacciferné cisla, v ktorych sa po jednej striedaju nepdrne a pdrne
cifry. Tie, ktoré zacinaju nepdrnou cifrou, nazvala komicke a tie, ktoré zacinaji parnou
cifrou, nazvala veselé. (Napr. éislo 82387 je komické, cislo 4529 je wveselé.) Medzi
trojcifernymi cislami urcte, ¢i je viac komickych alebo veselych, a o kolko.

(Monika Dillingerova)

Napad. Kolko je trojcifernych komickych ¢isel zac¢inajiacich 127 A kolko ich zadina
jednotkou?

RieSenie. Ako nepéarnych, tak parnych cifier je pdt. Pri komickych ¢islach moze na
prvom mieste byt ktordkolvek z neparnych cifier 1, 3, 5, 7, 9. Pre kazdu z tychto piatich
moznosti méZze na druhom mieste byt ktordkolvek z parnych cifier 0, 2, 4, 6, 8, ¢o
déva 5 - 5 = 25 moznosti. Pre kazdu z tychto 25 moZnosti moze na trefom mieste byt
ktordkolvek z neparnych cifier, ¢o déva 25 -5 = 125 moznosti. Trojcifernych komickych
Cisel je 125.

Pocitanie trojcifernych veselych cisel je obdobné, len na prvom mieste nemoéze
byt 0. Trojcifernych veselych ¢isel teda je 4 -5 -5 = 100.

Trojcifernych komickych cisel je o 25 viac ako veselych.
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