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59. roc¢nik, Skolsky rok 2009/2010

Domace kolo

Vazeni ziaci strednych skol,

Slovenské komisia matematickej olympiddy vas pozyva zucastnit sa 59. ro¢nika matematicke;j
olympiady — sutaZe pre ziakov strednych $kol v naSej republike.

Kategdria A je urcena ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoéria C ziakom, ktorym zostavaji do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnézii je urcena kategdria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢akd 6 tloh, ktoré najdete v tomto letdku. Ich rieSenia (nie nutne
vSetkych tloh) odovzdajte svojmu uéitelovi matematiky do 23. novembra 2009 (kategéria A)
a do 11.januara 2010 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak buda vase rieSenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalsie tri tlohy. Opravené riesenia $kolského aj domaceho kola tispesnych rie-
sitelov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusna krajska komisiu MO. Ta
na zaklade vysledkov pozve najlepsich ucastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
buda v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit styri tlohy. V kategériach B a C tym sutaz
kond¢i. O poradi v krajskych kolach rozhoduje sti¢et bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Pokial
prvych n ziakov dosiahne rovnaky pocet bodov, je poradie oznacené zhodne prvym az n-tym
miestom. Podobne pre poradie na dalsich miestach. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategdrii A budi eSte najlepsi riesitelia krajského kola z celej republiky sufazit v celo-
Statnom kole, kde budia dva dni (po 4,5 hodinach) riesit dve trojice uloh. Najviac polovica
Ucastnikov tohto kola bude vyhldsend za tuspes$nych rieSitelov a najviac Stvrtina za vitazov
59.roc¢nika v kategdrii A. Z tspesnych riesitelov celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni)
vyberd druzstvo Slovenskej republiky na medzinidrodni matematick olympiddu (ktora bude
v juli 2010 v Kazachstane), na medzistatne stretnutie s Ceskou republikou a Polskom (bude

v jani 2010 v Ceskej republike) a na stredoeurépsku matematickt olympiadu (bude v septem-
bri 2010 na Slovensku).



Terminy 59.ro¢nika matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategdria A 01.12.2009 19.01.2010 21.-24.03.2010
Kategorie B, C 21.01.2010 30.03. 2010 —

Matematicka olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci s Jednotou slovenskijch
matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou matematickej olympiddy. Stutaz riadi Slovenskd
komisia MO a v krajoch ju riadia krajske komisie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych
skoldch ju zaistuju ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky. Ce-
lostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribticiu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA Bratislava v tesnej stuc¢innosti so Slovenskou komisiou matematickej olympiady.

Riesenia stfaZnych tiloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. Kazdua tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh
I.C, Gymnazium L. Eulera
Okridhle nam. 5, 94001 Nové Zamky
Kraj Nitra
2009/2010
cC-I-3
Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa
vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-

Cenie ulohy a strany ocislujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tvahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného riesenia tloh vam vSetkym praje

Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a rieseni iloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk  http://fpedas.uniza.sk/~novotny/MO.htm http://matematika.okamzite.eu
http://kms.sk/mo http://www.imo-official.org

Radi by sme upozornili uéitelov a ziakov na KoreSpondenény matematicky
seminar (KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato stitaz je velmi efek-
tivnou formou pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom
mysleni ako takom. K tomu prispievaju aj zaverecné sustredenia pre najlep-
sich riesitelov. Pre riesitelov MO kategérii B a C je v KMS urcend kategoria
ALFA. Pre lepSich a skusenejSich z kategérie B a pre kategériu A je v KMS
urc¢end kategéria BETA. A nakoniec pre tych, ¢o maji ambicie uspiet na celostatnom kole MO
kategorie A, je v KMS urcena kategéria GAMA. Viac informacii o KMS najdete v prilozenom
samostatnom letaku.
Na dalsiu spolupracu sa tesia
Mgr. Jan Mazak, Bc. Michal Prusék
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KATEGORIA A
A-1-1
V obore realnych ¢isel rieste sustavu rovnic

2 —y=z-—1,

Vy? —z=x—1,
Vz2—x=y—1

(Radek Horensky)

A-1-2
Do kosostvorca ABCD je vpisana kruznica. Uvazujme jej lubovolnt doty¢nicu pretinajicu obe
strany BC', C'D a ozna¢me postupne R, S jej priesecniky s priamkami AB, AD. Dokéazte, ze

hodnota stu¢inu |BR| - |DS| od volby doty¢nice nezavisi. (Leo Bocek)
A-1-3
Na tabuli st napisané ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na tabuli dve ¢isla, z ktorych

jedno je delitelom druhého, obe zotrieme a na tabulu napiSeme ich (celo¢iselny) podiel. Takto
pokracujeme, kym na tabuli nezostant iba ¢isla, z ktorych Ziadne nie je delitefom iného. (V jed-
nom kroku mézeme zotriet aj dve rovnaké ¢isla a nahradif ich ¢islom 1.) Najmenej kolko éisel
moZe na tabuli zostat? (Peter Novotny)

A-1-4

V lTubovolnom ostrouhlom réznostrannom trojuholniku ABC ozna¢me O, V' a S postupne stred

kruznice opisanej, priese¢nik vysSok a stred kruznice vpisanej. Dokazte, Ze os isecky OV precha-

dza bodom S préve vtedy, ked jeden vnatorny uhol trojuholnika ABC m4 velkost 60°.
(Tomas Jurik)

A-1-5

V nadrzi je rg ryb, spolo¢ny ulovok n rybarov. Prichadzaju pre svoj podiel jednotlivo. Kazdy si
mysli, Ze sa dostavil ako prvy, a aby si vzal presne n-tinu aktualneho poctu ryb v nadrzi, musi
predtym jednu z ryb pustit spit do mora. Uréte najmensie mozné ¢islo ry v zavislosti od daného
n > 2, ked aj posledny rybér si asponi jednu rybu odnesie. (Dag Hruby)

A-1-6
Pre dané prvocislo p urcte pocet (vSetkych) usporiadanych trojic (a,b,c) ¢isel z mnoZiny
{1,2,3,...,2p}, ktoré splitaji vztah

@ d+bd FAt1
a+b  p2+2

)

pricom [z, y| oznacuje najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel x a y. (Tomds Jurik)
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KATEGORIA B

B-1-1

Na stole lezia tri kopky zapaliek: v jednej 2009, v druhej 2010 a v poslednej 2011. Hra¢, ktory
je na tahu, zvoli dve kopky a z kazdej z nich odoberie po jednej zapalke. V hre sa pravidelne
striedaju dvaja hraci. Hra kon¢i, akondhle niektora kopka zmizne. Vyhrava ten hrac, ktory urobil
posledny tah. Popiste stratégiu jedného z hracov, ktord mu zaruci vyhru. (Jan Mazdk)

B-1-2
Na tabuli je napisané stvorciferné ¢islo, ktoré mé presne Sest kladnych delitelov, z ktorych prave

.....

prirodzeného ¢isla. Uréte vsetky ¢isla, ktoré mozu byt na tabuli napisané. (Peter Novotny)

B-1-3
V rovine je dana tsecka AB. Zostrojte rovnobeznik ABC D, pre ktorého stredy stran AB, C'D,
DA oznacené postupne K, L, M plati: body A, B, L, D leZia na jednej kruznici a aj body K,

L, D, M lezia na jednej kruznici. (Jaroslav Svrcek)
B-1-4
Najdite 2 009 po sebe iducich stvorcifernych ¢isel, ktorych sicet je si¢inom troch po sebe idicich
prirodzenych ¢isel. (Radek Horensky)
B-1-5

Vnutri kratsieho oblika AB kruznice opisanej rovnostrannému trojuholniku ABC' je zvoleny
bod D. Tetiva CD pretina stranu AB v bode E. Dokézte, 7e trojuholnik so stranami dlzok
|AE|, |BE|, |CE| je podobny s trojuholnikom ABD. (Pavel Leischner)

B-1-6
Reélne ¢isla a, b maji tato vlastnost: rovnica 22 — ax + b — 1 = 0 m4 v mnoZine redlnych ¢isel
dva rdzne korene, ktorych rozdiel je kladnym korefiom rovnice 22 —ax + b+ 1 = 0.

a) Dokazte nerovnost b > 3.

b) Pomocou b vyjadrite korene oboch rovnic. (Jaromir Simsa)
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KATEGORIA C

C-1-1

Erika a Klarka hrali hru ,slovny logik“ s tymito pravidlami: Hra¢ A si mysli slovo zlozené
z piatich réznych pismen. Hra¢ B vyslovi Tubovolné slovo zloZené z piatich rdznych pismen
a hra¢ A mu prezradi, kolko pismen uhédol na spréavnej pozicii a kolko na nespréavnej. Pismena
povazujeme za rozne, aj ked sa liSia iba mikéetiom alebo dlziiom (napriklad pismena A, A st
rozne). Keby si hra¢ A myslel napriklad slovo LODKA a B by vyslovil slovo KOLAC, odpovie
hra¢ A, Ze jedno pismeno uhadol hra¢ B na spravnej pozicii a dve na nespravnej. Skratene
oznami ,1 + 2“, lebo sa naozaj obe slovd zhoduju iba v pismene O vratane pozicie (druhej
zlava) a v pismenach K a L, ktorych pozicie st odlisné. Erika si myslela slovo z piatich réznych
pismen a Klarka vyslovila slovd KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA a ZAPAL. Erika na tieto
slova v danom poradi odpovedala 0+ 3, 04+ 2, 1 + 2, 2+ 0 a 1 4 2. Zistite, aké slovo si Erika
mohla mysliet. (Peter Novotny)

C-1-2

Vrcholom C' pravouholnika ABCD vedte priamky p a ¢, ktoré maju s danym pravouholnikom
spolo¢ny iba bod C', pri¢om priamka p mé od bodu A najvic¢siu mozni vzdialenost a priamka ¢
vymedzuje s priamkami AB, AD trojuholnik s ¢o najmensim obsahom. (Leo Bocek)

cC-1-3
Urcte vSetky redlne ¢isla z, ktoré vyhovujt rovnici 4z—2| x| = 5. (Symbol | x| oznacuje najvicsie
celé ¢islo, ktoré nie je viicsie ako ¢islo x, tzv. dolnt celu ¢ast redlneho ¢isla x.)

(Jaroslav Svrcek)

C-1-4

Kruznica k(S;7) sa dotyka priamky AB v bode A. Kruznica [(T;s) sa dotyka priamky AB
v bode B a pretina kruznicu k v krajnych bodoch C, D jej priemeru. Vyjadrite dizku a
usecky AB pomocou polomerov r, s. Dokazte dalej, Ze priese¢nik M priamok C'D, AB je stre-
dom usecky AB. (Leo Bocek)

C-1-5
Dokazte, ze pre Iubovolné kladné redlne ¢isla a, b plati
2 2
\/@<2(6L —|—3ab+b)§a+b’
5(a+0b) 2

a pre kazda z oboch nerovnosti zistite, kedy prechddza na rovnost. (Jan Mazdk)

C-1-6

Néajdite vSetky prirodzené éisla, ktoré nie si delitelné desiatimi a ktoré vo svojom dekadickom

zapise maju niekde vedla seba dve nuly, po ktorych vyskrtnuti sa povodné éislo 89-kréat zmensi.
(Jaromir Simsa)
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