2010/2011
60. ro¢énik MO Riesenia tloh domaceho kola kategorie Z8

1. Martin md na papieri napisané pitciferné ¢islo s piatimi roznymi ciframi a nasle-
dugjicimi vlastnostami:

o Skrtnutim druhej cifry zlava (t.j. cifry na mieste tisicok) dostane cislo, ktoré

je delitelné dvoma,

o Skrinutim tretej cifry zlava dostane c¢islo, ktoré je delitelné tromi,

o Skrinutim Sturtej cifry zlava dostane cislo, ktoré je delitelné styrmi,

o Skrtnutim piatej cifry zlava dostane cislo, ktoré je delitelné piatimi,

e ak neskrtne Ziadnu cifru, ma c¢islo delitelné Siestimi.

Ktoré najvicsie ¢islo moze mat Martin napisané na papieri? (M. Petrova)

Riesenie. Cifry Martinovho ¢isla postupne oznacime a, b, ¢, d, e, ¢islo z nich utvorené
abede. Rozoberme postupne vSetkych pit podmienok:

1. ¢islo acde je delitelné dvoma, teda cifra e je 0, 2, 4, 6 alebo 8,

¢islo abde je delitelné tromi, teda stcet a + b+ d + e je delitelny troma,
Cislo abce je delitelné styrmi, teda ¢islo ce je delitelné $tyrmi,

¢islo abed je delitelné piatimi, teda cifra d na konci je 0 alebo 5,
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¢islo abede je delitelné Siestimi, ¢o znamena, Ze je delitelné dvoma a tromi zaroveri,
t.j. ¢islo e je parne (vieme uz z prvej podmienky) a siucet a + b+ c + d + e je
delitelny tromi.

Ked déame dokopy druht a piatu podmienku, dostéavame, ze ¢islo ¢ je takisto
delitelné tromi. Cifra ¢ je preto 0, 3, 6 alebo 9. Vidime, Ze na cifry ¢, d, e st kladené
samostatné podmienky, na cifry a a b nie. Pri hladani najvicsieho vyhovujiceho ¢isla
budeme postupne preverovat ¢isla vytvorené podla nasledujucich zasad: ¢islo budeme
vytvarat zlava a vidy zvolime najvic¢siu moznu cifru taka, aby cifry boli navzajom
rozne, aby platili samostatné podmienky pre cifry ¢, d, e a aby nevzniklo ¢islo uz
preverené. Na rozhodnutie, ¢ takto vytvorené ¢islo spliia vietky zadané podmienky,
sta¢i overit druht a tretiu podmienku:

98 654: sucet 9+ 8+ 5+4 = 26 nie je delitelny tromi (2. podmienka nie je splnend),
98 652: stcet 9 + 8 + 5+ 2 = 24 je delitelny tromi (2. podmienka splnend), ale 62
nie je delitelné styrmi (3. podmienka nie je splnend),
98 650: sucet 9+8+5+0 = 22 nie je delitelny tromi (2. podmienka nie je splnend),
98 604: stucet 9 + 8 + 0 4+ 4 = 21 je delitelny tromi (2. podmienka je splnend) a 64
je delitelné styrmi (3. podmienka je taktiez splnend).

Cislo 98 604 je teda najvicsie ¢islo, ktoré moze maf Martin napisané na papieri.

2. Karol sa snaZil do prazdnych policok na obr. 1 vpisat prirodzené ¢isla od 1 do 14 tak,
aby Ziadne cislo nebolo pouzité viackrdt a sucet vsetkiych cisel na kaZdej priamej linii
bol rovnaky. Po chvili si uwvedomil, Ze to nie je mozné. Ako by ste Karolovo pozorovanie
zdovodnili vy? (Pod priamou liniou rozumieme skupinu vsetkych susediacich policok,
ktorych stredy leZia na jednej priamke.) (S. Bednarova)



Obr. 1

RieSenie. Stcet vSetkych ¢isel, ktoré mame do obrazka napisat, je
1+2+---413+14=7-15=105.

Priamky na obr. 2 urcuju styri priame linie tak, ze kazdé policko patri do prave jednej
linie. Sucet vSetkych c¢isel na kazdej linii by mal byt rovnaky a Stvornasobok takého
stétu ma byt 105. Cislo 105 ale nie je delitelné $tyrmi, ¢o znamend, Ze vpisat ¢isla do
policok pozadovanym spésobom naozaj nejde.

Obr. 2

Iné rieSenie. Predpokladajme, Ze stucet vSetkych ¢isel na kazdej priamej linii je rovnaky
a ozna¢me ho p. Na obr.1 mdZeme pomocou piatich vodorovnych priamok urcit pét
priamych linii tak, ze kazdé policko bude patrit prave jednej linii. Z toho vidime, Ze
stucet vSetkych doplnenych ¢isel je 5p. Na obr. 2 je iné rozdelenie na priame linie, podla
neho sucet vsetkych doplnenych cisel je 4p. To je vSak spor (5p # 4p), preto sa ¢isla
pozadovanym spdsobom do poli¢ok vpisat nedaju.



3. Cena encyklopédie , Hadanky, rébusy a hlavolamy“ bola zniZend o 62,5 %. Matej zistil,
Ze obe ceny (pred zniZenim aj po 1iom) su dvojciferné ¢isla a daji sa vyjadrit rovnakymi
ciframi, len v roznom poradi. O kolko € bola encyklopédia zlacnend? (M. Volfova)

Riesenie. P6vodnu cenu knihy v € napiSme v tvare 10a + b, pricom a a b s nezndme
nenulové cifry. Po zlave bola cena knihy 106+ a. ZniZenie bolo o 62,5 %, teda na 37,5 %,
¢o znamena, ze

37,5

— . (1 b) = 10b + a.
100 (10a +b) =10b+a

Vyuzijuc rovnost 37,5/100 = 75/200 = 3/8 predchadzajuci vztah upravime:

g-(lOa—kb) = 10b + a,
30a + 3b = 80b + 8a,
22a = TTb,
2a = Tb.

Jediné jednociferné prirodzené ¢&isla spliiajtice tito rovnost st a = 7 a b = 2. Pévodna
cena encyklopédie bola 72 €, po zlave 27 €, encyklopédia bola zlavnena o 45 €.

4. Rozdelte kocku s hranou 8 cm na mensie zhodné kococky tak, aby sicet ich povrchov
bol pitkrdt vicsi ako povrch povodnej kocky. Aky bude objem malej kococky a kolko
centimetrov bude merat jej hrana? (M. Volfova)

RieSenie. Ak z (v cm) oznacuje dizku hrany malej kococky, bude jej povrch 622. Na
kazdej hrane danej kocky bude 8/x maljch kocdcéok, celd kocka tak bude rozdelena na

kococ¢ok. Povrch vsetkych kocdcok bude
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=5-6-64,
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odkial po tiprave dostdvame x = ¢ = 1,6. Hrana malej kococky bude merat 1,6 cm a jej

objem bude 1,63 = 4,1 (cm?).



5. Kldra, Lenka a Matej si precvicovali pisomné delenie so zvyskom. Ako delenca mal
kaZdy zadané in€ prirodzené c¢islo, ako delitela vsak mali vietci rovnaké prirodzené c¢islo.
Lenkin delenec bol o 30 vicsi ako Klarin. Matejov delenec bol o 50 vicsi ako Lenkin.
Kladre vysiel vo vysledku zvysok 8, Lenke zvysok 2 a Matejovi zvysok 4. Vsetci pocitali
bez chyby. Aky delitel mali Ziaci zadany? (L. Simiinek)

RieSenie. Hladany delitel oznac¢ime x a Klarin delenec ozna¢ime k. Lenkin delenec je
potom k + 30 a Matejov je k + 80. Ked vydelime ¢islo k ¢islom x, dostaneme podla
zadania zvySok 8. Cislo k — 8 teda musi byt delitené ¢islom = bezo zvysku. V zadani
sa dalej uvadza, ze k + 30 dava po deleni ¢islom x zvysok 2 a k + 80 dava po deleni tym
istym x zvysok 4. Preto k + 28 a k 4 76 musia byt bezo zvysku delitelné ¢islom .

Ukézali sme, ze ¢isla k — 8 a k + 28 st bezo zvysku delitelné ¢islom z. Je zrejmé,
Ze aj ich rozdiel 36 musi byt bezo zvysku delitelny ¢islom x. Takisto rozdiel ¢isel k + 28
a k+ 76, ktory je rovny 48, musi byt bezo zvySku delitelny ¢islom x. Ako x teda
pripadajui do uvahy len spolo¢né delitele ¢isel 36 a 48, ¢o su cisla 1, 2, 3, 4, 6 a 12.
Cislo  musi zaroveti byt vicsie ako 8, inak by Klara nemohla dostat po deleni tymto
¢islom zvySok 8. Hladany delitel z tak musi byt 12.

6. V rovnoramennom lichobezniku ABCD su uhlopriecky AC' a DB na seba kolmeé,
ich dizka je 8cm a dizka najdlhiej strany AB je tieZ 8cm. Vypocitajte obsah tohto
lichobeznika. (M. Krejcova)

Riesenie. Priesecnik uhlopriecok lichobeznika oznacime J a stredy jeho stran oznac¢ime
Sl, SQ, 53 a 54, poz. obr. 3.

Obr. 3

V stredovej simernosti so stredom S zobrazime bod J na bod .J;. Podobne urc¢ime
aj body Js, J3 a Jy. Uhlopriecky stvoruholnikov J, BJA, Jo,CJB, J3DJC a JLAJD sa
rozpoluju a podla zadania plati |[{BJA| = |{CJB| = |{DJC| = |{AJD| = 90°, preto
tieto Stvoruholniky musia byt obdlzniky alebo Stvorce. Z toho vyplyva, Ze spojenim
bodov A, Ji, B, Jo, C, J3, D, Js a A vyznacime §tvorec J;JoJ3.Jy so stranou dlzky
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8 cm. Jeho obsah je 8 - 8 = 64 (cm?) a obsah lichobeznika ABCD je zjavne polovi¢ny,
teda 32 cm?.

Iné riesenie. Bodom C' vedme rovnobezku s uhloprieckou BD a jej priese¢nik s priam-
kou AB ozna¢me F' (obr.4).

D C

Obr. 4

Trojuholniky ACD a CFB st zhodné podla vety sss, preto obsah lichobeZnika
ABCD je rovnaky ako obsah trojuholnika AFC. Z konstrukcie vyplyva, Ze tento

trojuholnik je rovnoramenny (JAC| = |FC| = 8cm) a pravouhly (s pravym uhlom
vo vrchole C). Jeho obsah je teda 1 - 8% = 32 (cm?).

Poznamka. Vsimnime si, ze sme v predchadzajtucich dvoch rieseniach nepotrebovali
dlzku zakladne AB; obsah lichobeznika ABCD je teda od tejto veli¢iny nezavisly.

Iné rieSenie. Priese¢nik uhlopriecok oznac¢ime J, poz. obr. 5. Uréime obsahy trojuhol-
nikov ABD a C'DB a s¢itanim potom dostaneme obsah lichobeznika ABCD.

D C

Obr. 5

V oboch trojuholnikoch pozname jednu stranu, a sice BD. Zo zadania vieme, Ze
usecky BD a AC' st na sebe kolmé. Preto tsecky JA a JC st vysky zmienenych troju-
holnikov kolmé na stranu BD. Vypocitajme velkosti tychto vySok. Z osovej simernosti
celého utvaru vyplyva, ze |[AJ| = |BJ|. Tato velkost ozna¢ime = a ur¢ime ju podla
Pytagorovej vety v trojuholniku AJB:

[AJ* +|BJ|* = |ABJ?,
? +2? =87,

z = /32 (cm).
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Teda |AJ| = v/32cm, a kedze |AC| = 8 cm, plati | JC| = (8 —/32) cm. Teraz uz modzeme
spocitat obsahy trojuholnikov ABD a C' DB, respektive obsah lichobeznika ABCD:

1 1
Sapcp = SaBp + ScpB = 5 8- V32+5 -8 (8 — V/32).
Vyraz sa d4 vyhodne upravit:

1 1
SABC’D:5'8'(\/32+8—\/32)=5-8-8232((:1112).

Poznamka. Pokial Ziaci buda priebezne pocitat medzivysledky, dostant tieto hod-
noty: |AJ| = 5,66 cm, |JC| = 2,34cm, Sapp = 22,64cm?, Scpp = 9,36 cm?.

Iné rieSenie. Priesecnik uhloprie¢ok nazveme opit J. Stredy zdkladni AB a CD
oznacime postupne K a M.

Obsah lichobeznika ABC'D budeme pocitat podla zndmeho vzorca
1
SaBcp = §(|AB| + ‘CDD . |KM|

Vieme, ze |[{AJB| = 90°, a z osovej simernosti rovnoramenného lichobeznika vyplyva,
ze |AJ| = |BJ|. Trojuholnik ABJ sa d4 preto doplnif na Stvorec ALBJ: v osovej
stmernosti podla osi AB zobrazime bod J na bod L (obr.6). Podobne vytvorime
aj stvorec DJCN. Veobecne plati, Ze §tvorec so stranou a mé uhlopriecku dlizky av/2.
Stcet dlzok strany A.J §tvorca ALB.J a strany JC $tvorca DJCN je 8 cm. Stcet dizok
ich uhlopriec¢ok JL a N.J je 8/2cm, teda

INL| = 8v2cm.
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Podla obr. 6 postupne uréime

1
[KM|=5|NL| = 4v/2cm,

|JL| = |AB| = 8cm,

|IDC| = |JN| = |NL| — |JL| = 82 — 8 (cm).

Zistené dlzky dosadime do vyssie uvedeného vzorca:

Sapcp = %(8+8\/§—8) 4V2 = %-8\/5-4\/5232(@112).

Poznamka. Ak Ziaci budia pocitat priebezné medzivysledky, dostant tieto hodnoty:
|K M| =5,66cm, |[DC| = 3,31 cm.



